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Συµπληρωµατικές Ασκήσεις Στατιστικής ΙΙΙ 
ΚΕΦΑΛΑΙΑ 1-3 

Άσκ. 1. Η κατανοµή των βαρών των µαθητών ενός σχολείου είναι κανονική µε µ=60kg και σ=5kg. Να υπολογιστεί η 
πιθανότητα επιλέγοντας τυχαία έναν µαθητή να είναι βαρύτερος από 70kg. 

Άσκ. 2. Σε µία παραλία το βάρος Χ των χαλικιών ακολουθεί κανονική κατανοµή Ν(30,102). 
(i) Αν πάρουµε τυχαία ένα χαλίκι 
   (α) Ποια η πιθανότητα να έχει βάρος Χ > 30gr 
   (β) Ποια η πιθανότητα να έχει βάρος 28 < Χ < 40gr 
   (γ) Πήραµε 10 χαλίκια τυχαία. Ποια η πιθανότητα το συνολικό βάρος τους να είναι πάνω από 300gr 
(ii) Αν πάρουµε 4 χαλίκια τυχαία, ποια η πιθανότητα να βρούµε 2 ακριβώς µε βάρος 28 < Χ < 40gr. 

Άσκ. 3. Τα αποτελέσµατα σε ένα τεστ δεξιοτήτων ακολουθούν κανονική κατανοµή µε µ=500 και σ=100. Ποιος είναι ο 
µεγαλύτερος βαθµός που µπορεί να έχει ένας µαθητής, ώστε να βρίσκεται στο 20% της µικρότερης βαθµολογίας της 
κατανοµής; 

Άσκ. 4. Από το αρχείο ενός ιατρείου προκύπτει ότι η πιθανότητα αναµονής ενός ασθενούς για χρόνο περισσότερο από 20 
λεπτά είναι 0,0239. Αν ο χρόνος αναµονής ακολουθεί κανονική κατανοµή µε σ=3,75 λεπτά, να υπολογίσετε: (α) το µέσο 
χρόνο αναµονής στο ιατρείο, (β) την πιθανότητα, ένας ασθενής να περιµένει στο ιατρείο για χρόνο µεταξύ 10 και 15 λεπτών. 

Άσκ. 5. Τα ανδρικά πουκάµισα ταξινοµούνται ανάλογα µε το µέγεθός τους σε 4 κατηγορίες S, M, L, και XL που αντιστοιχούν 
σε µήκος περιφέρειας λαιµού ανδρών λιγότερο από 15 ίντσες για το S, µεταξύ 15 ιντσών και 16 ιντσών για το M, µεταξύ 16 
ιντσών και 17 ιντσών για το L, και περισσότερο από 17 ίντσες για το XL. Έστω ότι το µήκος της περιφέρειας του λαιµού των 
ανδρών σε ίντσες είναι τ.µ. Χ που ακολουθεί την κατανοµή Ν(15.75, 0.49). (α) Να βρεθεί πόσα πουκάµισα ανά κατηγορία 
πρέπει να κατασκευάσει µια βιοτεχνία αν η παραγωγή της είναι 10000 πουκάµισα. (β) Να καθορισθούν τα όρια του µήκους 
της περιφέρειας του λαιµού των ανδρών για κάθε µια από τις 4 κατηγορίες S, M, L, και XL, έτσι ώστε σε κάθε µια κατηγορία 
να αντιστοιχεί το 25% του πληθυσµού των ανδρών. 

Άσκ. 6. Η ηµερήσια ζήτηση κρέατος σε κιλά στην Κεντρική Αγορά Αθηνών (ΚΑΑ) ακολουθεί την κανονική κατανοµή µε 
µέση τιµή 5000Κg και τυπική απόκλιση 300Kg. (α) Αν σε µια ηµέρα η ΚΑΑ εφοδιαστεί µε 5300Kg τότε ποια είναι η 
πιθανότητα να καλυφθεί όλη η ζήτηση; (β) Ποιά είναι η ποσότητα q που πρέπει να εφοδιαστεί η ΚΑΑ σε µια ηµέρα έτσι ώστε 
να καλυφθεί η ζήτηση µε πιθανότητα 0.9; 

Άσκ. 7. Από τα στατιστικά στοιχεία που εξέδωσε το υπουργείο εθνικής αµύνης των ΗΠΑ προκύπτει ότι το 8.08% των 
αµερικανών στρατιωτών έχει ύψος µικρότερο από 67.2 ίντσες, ενώ το 13.57% των αµερικανών στρατιωτών έχει ύψος 
µεγαλύτερο από 72.2 ίντσες. Αν υποτεθεί ότι το ύψος των αµερικανών στρατιωτών σε ίντσες είναι τ.µ. Χ που ακολουθεί την 
κανονική κατανοµή, να βρεθεί η µέση τιµή και η διακύµανση της τ.µ. Χ. 

Άσκ. 8. Η διάρκεια ζωής Χ (σε στροφές 610× ) ενός ανταλλακτικού κινητήρα εσωτερικής καύσης ακολουθεί την κατανοµή 
Ν(50,52) αν είναι τύπου Α, και την κατανοµή Ν(30,52) αν είναι τύπου Β. Αν το 25% των κινητήρων είναι εφοδιασµένα µε 
ανταλλακτικό τύπου Β, να βρεθεί η πιθανότητα να έχει ένας κινητήρας ανταλλακτικό τύπου Β αν η διάρκεια ζωής του ήταν 
µικρότερη από 40×106 στροφές. 

Άσκ. 9. Το βάρος των ατόµων ενός πληθυσµού ακολουθεί κανονική κατανοµή Ν(81, 102). Από τον πληθυσµό, επιλέγουµε 
τυχαία 6 άτοµα. Να βρεθεί η πιθανότητα το συνολικό τους βάρος να υπερβαίνει τα 500kgr 

Άσκ. 10. Έστω Χ, Υ ανεξάρτητες τ.µ. µε Χ ~ Ν(µΧ,σΧ2), Υ ~ Ν(µΥ,σΥ2). ∆είξτε ότι 
222222)( YXXYYXXYVar σµσµσσ ++= . 

Άσκ. 11. Έστω Χ, Υ είναι δύο τ.µ. οι οποίες παίρνουν τις τιµές −1 ή 1. Αν Ε(Χ) = Ε(Υ) = 0, να δείξετε ότι 

)1,1()1,1( −=−==== YXPYXP   και  )1,1()1,1( =−==−== YXPYXP  

Αν επιπλέον είναι γνωστό ότι )1,1(2 === YXPp  βρείτε την V(X), V(Y) και Cov(Χ,Υ).  

Άσκ. 12. Έστω Χ και Υ είναι ανεξάρτητες τ.µ. οι οποίες ακολουθούν διωνυµική κατανοµή µε παραµέτρους n, p και m, p 
αντίστοιχα. Αποδείξτε (µε επιχειρήµατα, χωρίς να κάνετε υπολογισµούς) ότι η νέα τ.µ. Χ+Υ ακολουθεί και αυτή διωνυµική 
κατανοµή µε παραµέτρους n+m, p.  (Υπόδ. Χρησιµοποιήστε το γεγονός ότι οι Χ, Υ εκφράζουν το αριθµό των επιτυχιών σε n 
και m δοκιµές αντίστοιχα). 

Άσκ. 13. Έστω Χ1,Χ2,... µία ακολουθία από ανεξάρτητες τ.µ. που ακολουθούν την ίδια συνεχή κατανοµή. Θα λέµε ότι ένα 
«ρεκόρ» συµβαίνει στο χρόνο n αν ισχύει ότι Χn > max{X1,X2,...,Xn-1}. ∆ηλαδή η τ.µ. Χn αποτελεί «ρεκόρ» αν είναι µεγαλύτερη 
από όλες τις προηγούµενες τ.µ. X1,X2,...,Xn-1.  
(i) ∆είξτε ότι P(παρατηρείται ρεκόρ στο χρόνο n) =1/n.  
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(ii) Αν Rn είναι µία τ.µ. που εκφράζει το πλήθος των ρεκόρ έως και το χρόνο n, δείξτε ότι 

∑
=

=
n

i
n i

RE
1

1)(    και   ∑
=

−
=

n

i
n i

iRV
1

2
1)(  

Άσκ. 14. Ρίχνουµε δύο ζάρια 180 φορές και καταγράφουµε το άθροισµα των εδρών του. α) Να βρεθεί προσεγγιστικά η 
πιθανότητα το άθροισµα 9 να εµφανιστεί  (i) τουλάχιστον 30 φορές, (ii) το πολύ 30 φορές, iii) από 20 έως 30 φορές. (β) Να 
βρεθεί προσεγγιστικά η πιθανότητα, το συνολικό άθροισµα των εδρών και των 180×2 ζαριών να είναι µεγαλύτερο από 1300. 

Άσκ. 15. Σε µία µεγάλη πόλη θέλουµε να εκτιµήσουµε το ποσοστό των ψηφοφόρων ενός κόµµατος Α και για το σκοπό αυτό 
ρωτήθηκαν 200 τυχαία επιλεγµένοι ψηφοφόροι. Ποια είναι (προσεγγιστικά) η πιθανότητα η πλειοψηφία των ψηφοφόρων του 
δείγµατος να είναι υπέρ του κόµµατος Α, ενώ στην πραγµατικότητα µόλις το 45% των ψηφοφόρων της πόλης να είναι υπέρ 
του κόµµατος Α. 

Άσκ. 16. Το 10% από τα προϊόντα µιας µηχανής είναι ελαττωµατικά. Υπολογίστε προσεγγιστικά την πιθανότητα ανάµεσα σε 
400 τυχαία επιλεγµένα κοµµάτια του προϊόντος να είναι ελαττωµατικά (α) το πολύ 30, (β) 30 έως 50, (γ) 35 έως 45, (δ) 55 ή 
περισσότερα.  

Άσκ. 17. Έστω ότι ο αριθµός των ελαττωµάτων µιας µαγνητικής ταινίας µήκους t µέτρων ακολουθεί την κατανοµή Poisson µε 
µέση τιµή t/200. Να υπολογιστεί κατά προσέγγιση η πιθανότητα όπως ο συνολικός αριθµός ελαττωµάτων 100 ταινιών µήκους 
800 µέτρων η κάθε µία δεν υπερβαίνει τα 430. 

Άσκ. 18. Το πλήθος των κλήσεων σε ένα τηλεφωνικό κέντρο κατά τη διάρκεια 1 λεπτού ακολουθεί την κατανοµή Poisson µε 
µέση τιµή λ = 1. Αν κάθε τηλεφώνηµα αφήνει κέρδος στον ΟΤΕ 0.05 €, να βρεθεί προσεγγιστικά η πιθανότητα, το κέρδος του 
ΟΤΕ από τη συνεχή λειτουργία 10 ωρών να είναι τουλάχιστον 28 €. 

Άσκ. 19. Μία µεγάλη εταιρία διαθέτει 5000 πελάτες. Έχει βρεθεί ότι η πιθανότητα να καλέσει κάποιος πελάτης την εταιρία 
για υποστήριξη (µία συγκεκριµένη ώρα της ηµέρας) είναι 0.1%. Να βρεθεί ο µικρότερος αριθµός υπαλλήλων στο τµήµα 
υποστήριξης ώστε το λιγότερο το 90% των πελατών να εξυπηρετούνται άµεσα. 

Άσκ. 20. Σε ένα πολυκατάστηµα πραγµατοποιήθηκε µετατροπή των τιµών των προϊόντων από δραχµές σε ευρώ. Μετά την 
µετατροπή έγινε και στρογγυλοποίηση «προς τα άνω» στο άνω πλησιέστερο δέκατο του ευρώ (δηλ. αν ένα προϊόν κόστιζε π.χ. 
550δρχ = 1.61409 €, τώρα θα κοστίζει 1.7 €). Ένας πελάτης αγοράζει (τυχαία) 150 προϊόντα που πριν την µετατροπή κόστιζαν 
100000δρχ. (=293.47 €). Θεωρούµε ότι οι «διαφορές» Χ1, Χ2, ..., Χn στις τιµές (σε ευρώ πριν και µετά την «προς τα άνω» 
στρογγυλοποίηση) των n = 100 προϊόντων είναι ανεξάρτητες τ.µ. η κάθε µία από τις οποίες ακολουθεί την οµοιόµορφη 
κατανοµή στο διάστηµα (α,β) (δηλαδή θεωρούµε ότι µία «διαφορά» Xi είναι το ίδιο πιθανό να πάρει οποιαδήποτε τιµή µεταξύ 
του α και του β). Αφού προσδιορίσετε µε λογικά επιχειρήµατα τα α και β, να βρείτε: 
(i) το αναµενόµενο ποσό που θα κληθεί τώρα να πληρώσει ο πελάτης 
(ii) την κατανοµή του ποσού αυτού (προσεγγιστικά) 
(iii) την πιθανότητα να πληρώσει τώρα περισσότερο από 300 € 

Άσκ. 21. Ο χρόνος εξυπηρέτησης Χ ενός πελάτη από τον ταµία µιας τράπεζας είναι τ.µ. µε µέση τιµή µ = 5 λεπτά και τυπική 
απόκλιση σ = 2 λεπτά. Αν στο χώρο αναµονής της τράπεζας περιµένουν να εξυπηρετηθούν n = 55 πελάτες, ποια είναι 
(προσεγγιστικά) η πιθανότητα να χρειαστεί  ο ταµίας περισσότερες από 5 ώρες για να τους εξυπηρετήσει όλους (υποθέτουµε 
ότι οι πελάτες εξυπηρετούνται διαδοχικά ο ένας µετά τον άλλο, και οι χρόνοι εξυπηρέτησής τους είναι ανεξάρτητοι).  

Άσκ. 22. Μία τυχαία µεταβλητή Χ έχει µέση τιµή 3 και διασπορά 2. Χρησιµοποιώντας την ανισότητα του Chebyshev 
υπολογίστε ένα άνω φράγµα για τις  P(|Χ−3|≥2), P(|Χ−3|≥1). 

Άσκ. 23. Έστω Χ1,Χ2,...,Χ100 ανεξάρτητες τ.µ. που ακολουθούν την κατανοµή Poisson µε µέση τιµή 1. (α) Χρησιµοποιήστε την 
ανισότητα Markov για να βρείτε ένα φράγµα για την P(X1+ ...+X100 ≥ 120). (β) Χρησιµοποιήστε το Κ.Ο.Θ. για να βρείτε µία 
προσέγγιση για την  P(X1+...+X100 ≥ 120). 
 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 
Άσκ. 24. Έστω Χ1,Χ2,...,Xn ένα τ.δ. από έναν πληθυσµό µε µέση τιµή µ και διασπορά σ2. Να βρείτε το c για το οποίο η 
στατιστική συνάρτηση  
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είναι αµερόληπτη εκτιµήτρια του σ2.  

Άσκ. 25. Έστω Χ1, Χ2,..., Χn και Υ1, Υ2,..., Υk δύο ανεξάρτητα µεταξύ τους τ.δ., το πρώτο από µία κατανοµή µε µέση τιµή µ και 
διασπορά σ2, και το δεύτερο από µία κατανοµή µε µέση τιµή c⋅µ και διασπορά d⋅σ2 (c ∈ R, d > 0 γνωστά). Να βρεθούν να a 
και b έτσι ώστε η εκτιµήτρια της µορφής YbXa +  να είναι η «καλύτερη δυνατή» αµερόληπτη εκτιµήτρια του µ. 

Άσκ. 26. Έστω ένα τ.δ. X1,X2,...,Xn από µία κατανοµή F(x;a,b). Nα βρεθούν οι εκτιµήτριες ροπών των παραµέτρων a,b αν 
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είναι γνωστό ότι Ε(Χi)=a/b, Var(Xi)=a/b2.  

Άσκ. 27. Έστω ένα τ.δ. X1,X2,...,Xn από µία κατανοµή F(x;a,b). Nα βρεθούν οι εκτιµήτριες ροπών των παραµέτρων a,b αν 
είναι γνωστό ότι Ε(Χi)=a−b, Var(Xi) = 4ab, α,b>0. 

Άσκ. 28. Έστω ένα τ.δ. X1,X2,...,Xn από την κατανοµή G(α,λ) (Γάµµα µε παραµέτρους (α, λ)). Αν έχει βρεθεί ότι, 
3.255,52.4 2 =∑= iXX  (n=10), να εκτιµηθούν τα α, λ χρησιµοποιώντας τις εκτιµήτριες ροπών των α, λ (υπενθυµίζεται ότι η 

µέση τιµή και η διασπορά της G(α,λ) είναι α/λ και α/λ2 αντίστοιχα).  

Άσκ. 29. Έστω Χ1,Χ2,...,Χn τ.δ. από κατανοµή µε σ.π.π. 
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Βρείτε την ε.µ.π. του λ.  
Άσκ. 30. Έστω Χ1,Χ2,...,Χn τ.δ. από κατανοµή µε σ.π.π. 

0,2);(
2

>= − xxexf xλλλ . 
Βρείτε την ε.µ.π. του λ.  
Άσκ. 31. Έστω Χ1,Χ2,...,Χn τ.δ. από κατανοµή µε σ.π.π. 
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Βρείτε την ε.µ.π. του µ.  

Άσκ. 32. Έστω ότι το πλήθος των προσπαθειών µέχρι και την επιτυχία ενός στόχου από έναν σκοπευτή ακολουθεί την 
γεωµετρική κατανοµή µε σ.π. ,...2,1,)1();( 1 =−= − xpppxf x  . Αν σε 5 αγώνες ο σκοπευτής πέτυχε για πρώτη φορά το στόχο 
στην 3η, 4η, 1η, 3η και 2η προσπάθεια αντίστοιχα, να εκτιµήσετε την πιθανότητα επιτυχίας p του στόχου από τον συγκεκριµένο 
σκοπευτή. Να χρησιµοποιήσετε (αφού πρώτα βρείτε) την εκτιµήτρια µέγιστης πιθανοφάνειας του p.  

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 
Άσκ. 33. Έστω ότι επιθυµούµε να εκτιµήσουµε το µέσο χρόνο που κάνει ένα τρένο του Μετρό για να µεταβεί από το σταθµό 
Α στο σταθµό Β. Χρονοµετρώντας τη διαδροµή  αυτή 5 φορές σηµειώνουµε τους χρόνους (σε seconds)  

137, 151, 157, 152, 160. 

α) Να δοθεί ένα δ.ε. συντελεστού 99% για το µέσο χρόνο µετάβασης. β) Να δοθεί ένα δ.ε. συντελεστού 99% για την τυπική 
απόκλιση του χρόνου µετάβασης. (Υποθέστε ότι οι χρόνοι είναι κανονικοί).  

Άσκ. 34. Έστω ότι οι αποδοχές των εργαζοµένων σε µία µεγάλη επιχείρηση ακολουθούν την κανονική κατανοµή µε µέση τιµή 
µ και διασπορά σ2. Οι µηνιαίες αποδοχές (σε ευρώ) 7 τυχαία επιλεγµένων εργαζοµένων είναι  

1098, 1120, 1102, 1052, 1032, 977, 890 

(i) Να κατασκευάσετε ένα διάστηµα εµπιστοσύνης συντελεστού 95% για τον µέσο µισθό µ όλων των εργαζοµένων στην 
επιχείρηση. (ii) Ποιό θα ήταν το αντίστοιχο δ.ε. αν ήταν γνωστό ότι σ = 70; Πόσο δείγµα πρέπει να πάρουµε σε αυτή την 
περίπτωση για να κατασκευάσουµε δ.ε. µε εύρος 20 ευρώ; 

Άσκ. 35. Έστω ότι θέλουµε να εκτιµήσουµε την µέση τιµή πώλησης µ ενός καφέ (συγκεκριµένου τύπου) που σερβίρεται στις 
καφετέριες του λεκανοπεδίου των Αθηνών. Για το σκοπό αυτό καταγράφηκαν (σε ευρώ) οι αντίστοιχες τιµές Χ1, Χ2, ..., Χn σε 
n = 50 τυχαία επιλεγµένες καφετέριες. Βρέθηκε ότι, 

=∑
=

n

i
iX

1

125,            =∑
=

n

i
iX

1

2 325. 

α) Να βρείτε ένα (προσεγγιστικό) δ.ε. συντελεστού 95% για τη µέση τιµή πώλησης µ και β) Να βρείτε ένα (προσεγγιστικό) 
δ.ε. συντελεστού 95% για την τυπική απόκλιση των Χi. 

Άσκ. 36. Σε µία έρευνα αγοράς επιθυµούµε να εκτιµήσουµε το ποσοστό p των καταναλωτών µιας περιοχής που 
χρησιµοποιούν ένα συγκεκριµένο προϊόν. Για το σκοπό αυτό επιλέχθηκαν τυχαία n = 100 καταναλωτές από τους οποίους 20 
απάντησαν ότι χρησιµοποιούν το προϊόν (ενώ οι υπόλοιποι 80 δεν το χρησιµοποιούν). (α) Να δώσετε ένα δ.ε. για το 
πληθυσµιακό ποσοστό p µε συντελεστή εµπιστοσύνης 95%. (β) Πόσο περίπου παραπάνω δείγµα πρέπει να επιλέξουµε για να 
πάρουµε δ.ε. συντελεστού εµπιστοσύνης 95% και εύρους 5%. 

Άσκ. 37. Σε µία έρευνα απασχολήσεως επιθυµούµε να προσδιορίσουµε το ποσοστό των ανέργων p µιας πόλης. Το αντίστοιχο 
ποσοστό σε ένα τυχαίο δείγµα n = 100 ατόµων βρέθηκε ίσο µε 11%. α) Μεταξύ ποιων ορίων βρίσκεται το πραγµατικό 
ποσοστό p µε συντελεστή εµπιστοσύνης 95%; β) Αν η πόλη έχει εργατικό δυναµικό m=100000 άτοµα, να δώσετε δ.ε. 95% για 
το πλήθος των ανέργων στην πόλη. γ) Πόσο περίπου παραπάνω δείγµα πρέπει να πάρουµε για να έχουµε δ.ε. 95% εύρους 3%. 
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Άσκ. 38. Μετά από δειγµατοληπτική έρευνα σε 4 καταστήµατα µιας περιοχής Α και 3 καταστήµατα µιας περιοχής Β βρέθηκε 
ότι το ίδιο προϊόν κοστίζει (σε ευρώ) 

5.1, 2.8, 2.2, 3.4 (περιοχή Α)  και    3.5, 2.9, 3.2 (περιοχή Β) 

αντίστοιχα. Υποθέτοντας ότι οι τιµές κατανέµονται κανονικά (Ν(µ1, 
2
1σ ) και Ν(µ2, 

2
2σ ) αντίστοιχα), βρείτε ένα διάστηµα 

εµπιστοσύνης συντελεστού 95% για το πηλίκο 2
2σ / 2

1σ . Μπορούµε από αυτό το δ.ε. να πούµε (σε ε.σ. 5%) ότι οι τιµές του 
προϊόντος παρουσιάζουν διαφορετική µεταβλητότητα στις δύο περιοχές; 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6 
Άσκ. 39. Από κανονικό πληθυσµό Ν(µ, σ2 = 4) λαµβάνεται τυχαίο δείγµα µεγέθους n = 16, προκειµένου να ελεγχθεί η 
υπόθεση Η0: µ = 10 έναντι της H1: µ > 10 σε επίπεδο σηµαντικότητας α = 0.05. i) Να προσδιοριστεί η περιοχή απόρριψης. ii) 
Αν ίσχυε ότι µ = 11 µε τι πιθανότητα θα παίρναµε σωστή απόφαση;  

Άσκ. 40. Θέλοντας να εκτιµήσουµε τη µέση τιµή µ του λίτρου της βενζίνης στα πρατήρια των Αθηνών επισκεφτήκαµε τυχαία 
n=10 βενζινάδικα από όπου καταγράψαµε τις τιµές (σε δρχ): 

280.3, 282.8, 278.5, 283.1, 290.0, 284.9, 284.4, 279.8, 291.1, 286.7 .  

Να ελέγξετε σε επίπεδο σηµαντικότητας 0.05 την υπόθεση µ=290 έναντι της µ<290 α) στην περίπτωση που το σ είναι 
άγνωστο και β) στην περίπτωση που γνωρίζουµε ότι σ=4. 

Άσκ. 41. Έστω ότι επιθυµούµε να εκτιµήσουµε το µέσο χρόνο µ που κάνει ένα τρένο του Μετρό για να µεταβεί από το 
σταθµό Α στο σταθµό Β. Χρονοµετρώντας τη διαδροµή  αυτή 10 φορές σηµειώνουµε τους χρόνους (σε seconds)  

357, 337, 351, 357, 350, 352, 360, 353, 377, 372 . 

α) Να ελέγξετε σε επίπεδο σηµαντικότητας 0.01 την υπόθεση µ=360 έναντι της µ≠360.  
β) Να ελέγξετε σε επίπεδο σηµαντικότητας 0.01 την υπόθεση σ=30 έναντι της σ<30. 

Άσκ. 42. Έστω ότι θέλουµε να εκτιµήσουµε το µέσο χρόνο ζωής των αρρένων κατοίκων µιας συγκεκριµένης περιοχής. Για το 
σκοπό αυτό ελήφθη τ.δ. µεγέθους n=200 ανδρών. Βρέθηκε ότι, 

=∑
=

200

1i
iX 13959.6,            =∑

=

200

1

2

i
iX 977265. 

Υποθέτοντας ότι οι χρόνοι ζωής είναι κανονικοί,  
α) Να ελέγξετε σε επίπεδο σηµαντικότητας 0.05 την υπόθεση µ=71 έναντι της µ<71.  
β) Να ελέγξετε σε επίπεδο σηµαντικότητας 0.05 την υπόθεση σ=4 έναντι της σ≠4. 

Άσκ. 43. Έστω Y1, Y2, …,Yn οι τιµές κλεισίµατος µιας µετοχής Α σε ένα χρηµατιστήριο n διαδοχικές ηµέρες. Υποθέτουµε ότι 
ισχύει iX

ii eYY 1−=  για i = 1,2,…,n όπου Χ1,Χ2,...,Χn είναι ανεξάρτητες τ.µ. που ακολουθούν την Ν(µ,σ2) και Y0 = 100. Αν σε n 
= 5 διαδοχικές ηµέρες έχουν καταγραφεί οι τιµές (Y1 έως Y5) 

96.64,  87.78,  82.05,  88.15,  90.94 

(α) να ελέγξετε αν µ = 0 (σε ε.σ. 5%) έναντι της µ < 0. (β) Να κάνετε τον ίδιο έλεγχο γνωρίζοντας ότι σ = 0.1. Σε αυτή την 
περίπτωση, να βρεθεί το p-value και η συνάρτηση ισχύος. Αν ίσχυε ότι µ = −0.1 µε τι πιθανότητα θα παίρναµε σωστή 
απόφαση; (Υπόδειξη: από τα παραπάνω Υi να προσδιορίσετε πρώτα τα αντίστοιχα Χi).  

Άσκ. 44. Έστω Χ µία τ.µ. από την N(µ,σ2 = 9). Επιθυµούµε µε βάση αυτή να ελέγξουµε την υπόθεση  

Η0: µ = 10   έναντι της    Η1: µ = 20. 

(i) Βρείτε, χρησιµοποιώντας το λήµµα Neymann - Pearson τον βέλτιστο έλεγχο για την παραπάνω υπόθεση σε επίπεδο 
σηµαντικότητας α. (ii) Ποια είναι η ισχύς του ελέγχου; (iii) Εάν Χ = 14 δεχόµαστε ή απορρίπτουµε την Η0; (ε.σ. α=0.05).  

Άσκ. 45. Έστω ότι ένα µεγάλο κόµµα θέλει να εκτιµήσει το ποσοστό p των ψηφοφόρων µιας µεγάλης πόλης που προτίθενται 
να το ψηφίσουν στις επερχόµενες βουλευτικές εκλογές. Το αντίστοιχο ποσοστό σε ένα τυχαίο δείγµα n=500 ψηφοφόρων 
βρέθηκε ίσο µε 40%. Να ελέγξετε σε επίπεδο σηµαντικότητας 0.05 την υπόθεση p ≤ 35% έναντι της  p > 35%.  

Άσκ. 46. Ένας υποψήφιος δήµαρχος ισχυρίζεται ότι στις εκλογές που έγιναν σήµερα θα εκλεγεί από τον πρώτο γύρο (δηλ. θα 
λάβει ποσοστό µεγαλύτερο του 50%). Έχουµε αρκετά στοιχεία για να απορρίψουµε τον παραπάνω ισχυρισµό, αν σε ένα τ.δ. 
n=300 ψηφοφόρων (που ελήφθη µε exit poll, δηλαδή οι ψηφοφόροι ρωτήθηκαν αµέσως µετά την έξοδό τους από τυχαία 
επιλεγµένα εκλογικά τµήµατα) µόνο το 44% δήλωσαν ότι ψήφισαν τον συγκεκριµένο υποψήφιο (α=0.01). Αν βρεθεί ότι δεν 
έχουµε αρκετά στοιχεία, πόσο θα έπρεπε να είναι το ελάχιστο µέγεθος του δείγµατος ώστε, µε το ίδιο δειγµατικό ποσοστό, να 
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απορρίπταµε τον παραπάνω ισχυρισµό;  

Άσκ. 47. Έστω µ1 και µ2 οι µέσοι χρόνοι εξυπηρέτησης των πελατών από δύο ταµίες µιας τράπεζας. Αν  

234, 99, 234, 174, 188, 107, 173, 172    και   105, 194, 77, 33, 159, 150, 167, 127, 169, 166 

είναι δειγµατοληπτικά κάποιοι χρόνοι (σε sec) εξυπηρέτησης των δύο αυτών υπαλλήλων αντίστοιχα, µπορούµε σε επίπεδο 
σηµαντικότητας α=0.05 α) να πούµε ότι οι δύο υπάλληλοι έχουν διαφορετική απόδοση; β) να πούµε ότι ο πρώτος υπάλληλος 
έχει µεγαλύτερη απόδοση από το δεύτερο; (είναι γνωστό ότι σ1=σ2=40) 

Άσκ. 48. Έστω µ1 η µέση τιµή πώλησης ενός προϊόντος σε µία περιοχή Α και µ2 η µέση τιµή πώλησης του ίδιου προϊόντος σε 
µία περιοχή Β. Υποθέτουµε ότι οι τιµές κατανέµονται κανονικά και µε ίση διασπορά στις δύο περιοχές. Επιλέγουµε τυχαία 3 
τιµές από την περιοχή Α και 3 τιµές από την περιοχή Β. Αν οι τιµές αυτές είναι  

112, 106, 121 (περιοχή Α)  και  107, 93, 97 (περιοχή Β), 

µπορούµε, σε επίπεδο σηµαντικότητας 5%, να πούµε ότι η µέση τιµή πώλησης στην περιοχή Α είναι υψηλότερη από την 
αντίστοιχη στην περιοχή Β; (Η0: µ1 = µ2,  H1:µ1 > µ2) 

Άσκ. 49. Έστω µ1 η µέση τιµή πώλησης ενός προϊόντος σε µία περιοχή Α και µ2 η µέση τιµή πώλησης του ίδιου προϊόντος σε 
µία περιοχή Β. Η µέση τιµή και η διασπορά ενός τ.δ. 10 τιµών πώλησης από την περιοχή Α βρέθηκε 100.9 και 8.76667 
αντίστοιχα. Επίσης, η µέση τιµή και η διασπορά ενός τ.δ. 20 τιµών πώλησης από την περιοχή Β βρέθηκε 104.45 και 12.9974 
αντίστοιχα. Αν υποθέσουµε ότι οι τιµές κατανέµονται κανονικά και µε ίση (αλλά άγνωστη) διασπορά και στις δύο περιοχές, 
να ελέγξετε σε επίπεδο σηµαντικότητας 5%  
α) αν η µέση τιµή πώλησης στην Α είναι διαφορετική από την αντίστοιχη στην Β.  
β) αν η µέση τιµή πώλησης στην Α είναι χαµηλότερη από την αντίστοιχη στην Β. 

Άσκ. 50. Στην προηγούµενη άσκηση που αφορούσε τις τιµές πώλησης ενός προϊόντος σε δύο περιοχές Α και Β υποθέσαµε ότι 
οι διασπορές 2

1σ  και 2
2σ  των τιµών στις περιοχές αυτές είναι ίσες. Να ελέγξετε σε επίπεδο σηµαντικότητας 5% αν όντως οι 

δύο αυτές διασπορές είναι ίσες. 

Άσκ. 51. Έστω ότι οι χρόνοι ζωής δύο τύπων εξαρτηµάτων A, B ακολουθούν κανονική κατανοµή N(µ1, 2
1σ ) και N(µ2, 2

2σ ) 
αντίστοιχα. Αν σε ένα τ.δ. από εξαρτήµατα τύπου Α βρέθηκε ότι S1=100 (n1=50) και σε ένα τ.δ. από εξαρτήµατα τύπου Β 
βρέθηκε ότι S2=120 (n2=50), µπορούµε σε ε.σ. 5% να απορρίψουµε ότι οι χρόνοι ζωής των εξαρτηµάτων παρουσιάζουν όµοια 
µεταβλητότητα; (Η0: σ1=σ2 έναντι της Η1: σ1 < σ2). 

Άσκ. 52. Από τα 400 εξαρτήµατα που παίρνουµε στην τύχη από µία µηχανή που τα κατασκευάζει, τα 16 είναι ελαττωµατικά, 
ενώ από τα 300 µιας άλλης µηχανής, τα 24 βρέθηκαν ελαττωµατικά. Να ελέγξετε σε επίπεδο σηµαντικότητας 1% α) αν 
υπάρχει διαφορά στην παραγωγή ελαττωµατικών µεταξύ των δύο µηχανών και β) αν η δεύτερη µηχανή είναι χειρότερη από 
την πρώτη. 

Άσκ. 53. Βρέθηκε ότι 78 από 200 τυχαία επιλεγµένους ψηφοφόρους µιας µεγάλης πόλης Α προτίθενται να ψηφίσουν ένα 
συγκεκριµένο κόµµα, ενώ 240 από 500 τυχαία επιλεγµένους ψηφοφόρους µιας άλλης µεγάλης πόλης Β προτίθενται να 
ψηφίσουν το ίδιο κόµµα. Μπορούµε, να πούµε ότι το ποσοστό στην πόλη Β είναι «σηµαντικά» µεγαλύτερο του ποσοστού 
στην πόλη Α σε επίπεδο σηµαντικότητας 0.05; 

Άσκ. 54. Ένας δηµοσιογράφος σε µία τηλεοπτική συζήτηση ισχυρίζεται ότι συµβαίνει κάτι ύποπτο στην εταιρία µέτρησης 
τηλεθέασης AGB. Η εταιρία έχει διαθέσει 1150 µηχανάκια σε ισάριθµους τηλεθεατές, 150 από τα οποία έχουν δοθεί σε νέους 
συνεργάτες (τηλεθεατές που έχουν ξεκινήσει τη συνεργασία τους µε την AGB το τελευταίο εξάµηνο). Ο δηµοσιογράφος 
διαπιστώνει ότι, σύµφωνα µε την AGB, το κανάλι ALPHA παρουσιάζει τηλεθέαση 30% στο σύνολο (στους 1000+150 
τηλεθεατές) ενώ έχει µόνο 22% στους νέους (στους 150) τηλεθεατές. Ο δηµοσιογράφος το θεωρεί αυτό πολύ ύποπτο και 
κάποιος πολιτικός µάλιστα δηλώνει ότι «οι δύο αυτές τιµές δεν συµφωνούν καθόλου» (πρόκειται για πραγµατικό 
περιστατικό). Είναι πράγµατι αυτό «πολύ ύποπτο»; Θα µπορούσε δηλαδή η διαφορά αυτή να είναι τυχαία; Συγκεκριµένα, αν 
p1, p2 είναι τα ποσοστά της τηλεθέασης του ALPHA στους πληθυσµούς από τους οποίους προέρχονται οι δύο οµάδες 
τηλεθεατών («νέοι» και «παλαιοί» συνεργάτες), ελέγξτε σε ε.σ. α = 0.01 την υπόθεση H0: p1 = p2 έναντι της H1: p1 > p2 (αν 
απορρίψουµε την Η0 µπορούµε πράγµατι να µιλήσουµε για κάτι «ύποπτο», διότι το λογικό είναι να ισχύει p1 = p2 αφού και οι 
δύο οµάδες συνεργατών προέρχονται από τον ίδιο πληθυσµό). 
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Λύσεις Συµπληρωµατικών Ασκήσεων Στατιστικής ΙΙΙ 
ΚΕΦΑΛΑΙΑ 1-3 

Λύση Ασκ. 1. Έστω Χ ~ Ν(60, 52) το βάρος του τυχαία επιλεγµένου µαθητή (άρα (Χ−60)/5 ~ Ν(0,1)). Ζητείται η πιθανότητα 
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Λύση Άσκ. 2. Αν Χ είναι η τ.µ. που εκφράζει το βάρος των ενός χαλικιού σε gr τότε )1,0(~
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γ) Έστω Χ1,Χ2,...,Χ10 το βάρος των 10 χαλικιών. Είναι γνωστό ότι το άθροισµα κανονικών τ.µ. ακολουθεί και πάλι κανονική 
τ.µ. Εποµένως, αν  
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είναι το συνολικό βάρος των 10 χαλικιών τότε η W ακολουθεί κανονική κατανοµή µε  
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(οι τ.µ. Χ1,Χ2,...,Χ10 είναι ανεξάρτητες τ.µ.). Άρα )1000,300(~ NW  και συνεπώς η τ.µ. 
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Ζητείται η πιθανότητα 
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ii) Αν συµβολίσουµε µε U την τ.µ. που εκφράζει το πλήθος των χαλικιών στο δείγµα µε βάρος 28 < Χ < 40gr, τότε Y ~ B(4, p 
= P(28 < Χ < 40) = 0.4206). Άρα τελικά, 
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Λύση Άσκ. 3. Έστω Χ ~ Ν(500,1002) ο βαθµός του µαθητή. Θα είναι Ζ=(Χ−500)/100 ~ Ν(0,1). Έστω επίσης c ο µεγαλύτερος 
βαθµός που µπορεί να έχει, ώστε να βρίσκεται στο 20% της µικρότερης βαθµολογίας της κατανοµής. Για το c θα πρέπει να 
ισχύει ότι, 
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Λύση Άσκ. 4. (α) Έστω Χ ο χρόνος αναµονής ενός πελάτη στο ιατρείο. Γνωρίζουµε ότι Χ ~ Ν(µ,σ2=3.752) και συνεπώς 
(Χ−µ)/3.75 ~ Ν(0,1). Επίσης, γνωρίζουµε ότι  
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Συνεπώς, (η Φ είναι συνάρτηση γνήσια αύξουσα και άρα 1-1) 
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∆ηλαδή, Χ ~ Ν(12.575, 3.752).  

(β) Η πιθανότητα, ένας ασθενής να περιµένει στο ιατρείο για χρόνο µεταξύ 10 και 15 λεπτών, είναι 
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Λύση Άσκ. 5. Γνωρίζουµε ότι Χ ~ Ν(15.75, 0.72) και συνεπώς η τ.µ. Ζ = (Χ−15.75)/0.7 ~ Ν(0,1).  Αρχικά θα υπολογίσουµε τι 
πιθανότητες 
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=>=∈ ZPXPXPXP  

Θεωρούµε ότι τα 10000 πουκάµισα θα αγοραστούν από ισάριθµους πελάτες (άνδρες). Ας δούµε πόσοι περίπου από αυτούς θα 
χρειαστούν πουκάµισο κατηγορίας S. Έστω Υ το πλήθος των πελατών από τους n που θα χρειαστούν πουκάµισο κατηγορίας 
S. Η τ.µ. Υ µπορεί να θεωρηθεί ότι εκφράζει το πλήθος των επιτυχιών σε n ανεξάρτητες δοµικές (n πελάτες) µε πιθανότητα 
επιτυχίας p = P(X∈S) (επιτυχία: «ο πελάτης χρειάζεται πουκάµισο S»). Εποµένως, Υ ~ Β(n,p) και άρα Ε(Υ) = np. Συνεπώς, η 
αναµενόµενη ζήτηση πουκαµίσων κατηγορίας S θα είναι 14231423010000)S( =⋅=∈ .XnP  πουκάµισα. Όµοια, η αναµενόµε-
νη ζήτηση πουκαµίσων κατηγορίας M, L, XL θα είναι αντίστοιχα, 

49774977010000)M( =⋅=∈ .XnP ,   3230323010000)L( =⋅=∈ .XnP ,   370037010000)XL( =⋅=∈ .XnP  πουκάµισα. 

Άρα, για να καλυφθεί η (αναµενόµενη) ζήτηση θα πρέπει να κατασκευαστούν 1423 S, 4977 M, 3230 L και 370 XL πουκάµισα.  

Εναλλακτικά, θα µπορούσαµε να θεωρήσουµε δίτιµες τ.µ. Υ1, Υ2, ..., Υn, έτσι ώστε Υi=1 αν ο i-πελάτης χρειάζεται 
πουκάµισο S και Υi=0 διαφορετικά. Προφανώς, Υ = Υ1+Υ2+...+Υn. Από το νόµο των µεγάλων αριθµών, γνωρίζουµε τότε ότι 

)()1()0(0)1(1)(1

1

SXPYPYPYPYEY
nn

Y
iiii

n

i
i ∈====+=⋅=≈= ∑

=

 

και άρα η ζήτηση Υ πουκαµίσων κατηγορίας S θα είναι περίπου ίση µε 1423)( =∈≈ SXnPY  πουκάµισα. Όµοια εργαζόµαστε 
και για τις υπόλοιπες κατηγορίες Μ, L, XL. 

(β) Έστω α1, α2, α3 τα όρια του µήκους της περιφέρειας του λαιµού των ανδρών για τις 4 κατηγορίες, δηλαδή S=(0,α1], 
Μ=(α1,α2], L=(α2,α3], XL=(α3,∞). Τα α1, α2, α3

 θα πρέπει να είναι τέτοια ώστε 

25.0)
7.0

75.15(25.0)
7.0

75.15
7.0

75.15(25.0)()S( 11
1 =

−
≤⇒=

−
≤

−
⇒=≤=∈

aZPaXPaXPXP  

και επειδή )6750Φ()675.0(175.0125.0 .−=Φ−=−=  θα πρέπει 

2775.157.0675075.156750
7.0

75.15)6750Φ()
7.0

75.15( 1
11 =⋅−=⇒−=
−

⇒−=
−

Φ .a.a.a  

Όµοια, θα πρέπει 

25.0)
7.0

75.15
7.0

75.15
7.0

75.15(25.0)()M( 21
21 =

−
≤

−
<

−
⇒=≤<=∈

aXaPaXaPXP  

)0(5.0)
7.0

75.15(25.0)
7.0

75.15()
7.0

75.15( 212 Φ==
−

Φ⇒=
−

Φ−
−

Φ⇒
aaa 75.150

7.0
75.15

2
2 =⇒=
−

⇒ aa

 
και 

25.0)
7.0

75.15
7.0

75.15
7.0

75.15(25.0)()L( 32
32 =

−
≤

−
<

−
⇒=≤<=∈

aXaPaXaPXP  

2225.16)675.0(75.0)
7.0

75.15(25.0)
7.0

75.15()
7.0

75.15( 3
323 =⇒Φ==
−

Φ⇒=
−

Φ−
−

Φ⇒ aaaa . 
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Λύση Άσκ. 6. Έστω Χ ~ Ν(5000, 3002) ή ζήτηση κρέατος σε κιλά στην ΚΑΑ την ηµέρα που εξετάζουµε (άρα (Χ−5000)/300 ~ 
Ν(0,1)). (α) Η πιθανότητα να καλυφθεί όλη η ζήτηση θα είναι  

( ) .841301
300

50005300)
300

50005300
300

5000()5300( =Φ=





 −

Φ=
−

≤
−

=≤
XPXP . 

(β) Για την ποσότητα q θα πρέπει να ισχύει ότι 

(1.28)9.0)
300
5000(.90)

300
5000

300
5000(.90)( Φ≈=

−
Φ⇔=

−
≤

−
⇔=≤

qqXPqXP  

Συνεπώς, θα πρέπει (η Φ είναι συνάρτηση γνήσια αύξουσα και άρα 1-1), 

53841.2830050001.28
300
5000

=⋅+≈⇔≈
− qq kgr. 

Λύση Άσκ. 7. Έστω ότι Χ ~ Ν(µ,σ2). Σύµφωνα µε την εκφώνηση θα πρέπει 

9192.010808.0)2.67(0808.0)2.67(0808.0)2.67( −==
−

Φ⇒=
−

≤
−

⇒=≤
σ

µ
σ

µ
σ
µXPXP

 
         1.4)Φ()4.1(1)2.67( −=Φ−=

−
Φ⇒

σ
µ 4.12.67

−=
−

⇒
σ

µ  

και 

          1357.0)2.72(11357.0)2.72(1357.0)2.72( =
−

Φ−⇒=
−

>
−

⇒=>
σ

µ
σ

µ
σ
µXPXP  

   1.12.72)1.1(8643.0)2.72( =
−

⇒Φ==
−

Φ⇒
σ

µ
σ

µ . 

Λύνοντας τις παραπάνω δύο εξισώσεις ως προς µ και σ βρίσκουµε ότι µ=70, σ=2. 

Λύση Άσκ. 8. Έστω A, B τα ενδεχόµενα να είναι εφοδιασµένος ο κινητήρας µε ανταλλακτικό τύπου Α ή Β αντίστοιχα. Ζητεί-
ται η πιθανότητα )40|( <XBP . Από το Θεώρηµα Bayes προκύπτει ότι 

)()|40()()|40(
)()|40()40|(

BPBXPAPAXP
BPBXPXBP
<+<

<
=<  

Αλλά,  

 ))5,30(~|
5

3040
5

30())5,30(~|40()|40( 22 NXXPNXXPBXP −
<

−
=<=< .97720)2()

5
3040( =Φ=

−
Φ=  

και  

  ))5,30(~|
5

5040
5

50())5,50(~|40()|40( 22 NXXPNXXPAXP −
<

−
=<=<  

           0228.0.977201Φ(2)1)2()
5

5040( =−=−=−Φ=
−

Φ=  

ενώ από την εκφώνηση γνωρίζουµε ότι P(Β) = 0.25 και άρα P(A) = 1−P(B) = 0.75. Εποµένως τελικά θα είναι 

9346.0
2443.00171.0

2443.0
2443.00171.0

2443.0
25.0.9772075.00228.0

25.0.97720)40|( =
+

=
+

=
⋅+⋅

⋅
=<XBP . 

Λύση Άσκ. 9. Έστω Χ1,Χ2,...,Χ6 οι τ.µ. που εκφράζουν τα βάρη των 6 ατόµων που επιλέχθηκαν τυχαία από τον πληθυσµό. 
Ζητείται η πιθανότητα το συνολικό τους βάρος να υπερβαίνει τα 500kgr, δηλαδή η 

)500(
6

1

>∑
=i

iXP . 

Γνωρίζουµε ότι το άθροισµα ανεξάρτητων κανονικών τ.µ. ακολουθεί και αυτό κανονική κατανοµή. Συνεπώς η τ.µ. 
Χ1+Χ2+...+Χ6 ακολουθεί κανονική κατανοµή Ν(486, 600) διότι,  

486816)()(
6

1

6

1

=⋅==∑∑
== i

i
i

i XEXE ,       6001006)()(
6

1

6

1

=⋅==∑∑
== i

i
i

i XVXV . 

Άρα (από γνωστή πρόταση) η τ.µ. 

600

486
6

1
−

= ∑ =i iX
Z  
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θα ακολουθεί τυπική κανονική κατανοµή Ν(0,1). Εποµένως τελικά, η πιθανότητα που ζητείται θα είναι 

)5715.0()
600

486500
600

486
()500(

6

1
6

1

>≈
−

>
−

=> ∑∑ =

=

ZP
X

PXP i i

i
i  2843.07157.01)5715.0(1 =−≈Φ−= . 

Λύση Άσκ. 10. Λόγω του ότι Χ, Υ είναι ανεξάρτητες, θα ισχύει ότι Ε(ΧΥ) = Ε(Χ)Ε(Υ). Επίσης, οι τ.µ. Χ2, Υ2 θα είναι και αυτές 
ανεξάρτητες και άρα Ε(Χ 2Y 2 ) = Ε(Χ 2)Ε(Y 2). Εποµένως, 

 
2222222 )()()()()()()( YEXEYEXEXYEYXEXYVar −=−= ( )( ) 2222 )()()()()()( YEXEYEYVXEXV −++=  

    
222222 )()()()()()()()()()( YEXEYEXEYVXEYEXVYVXV −+++= )()()()()()( 22 YVXEYEXVYVXV ++= . 

το οποίο είναι και το ζητούµενο. 

Λύση Άσκ. 11. Η µέση τιµή των τ.µ. Χ, Υ είναι ίση µε  

)1()1()1()1()1(1)( −=−==−=⋅−+=⋅= XPXPXPXPXE ,   )1()1()1()1()1(1)( −=−==−=⋅−+=⋅= YPYPYPYPYE , 

και επειδή Ε(Χ)=0, Ε(Υ)=0, συµπεραίνουµε ότι )1()1( −=== XPXP  και )1()1( −=== YPYP . Από το γεγονός τώρα ότι 

)1,1()1,1()1( ==+−==== YXPYXPXP , )1,1()1,1()1( =−=+−=−==−= YXPYXPXP  
)1,1()1,1()1( ==+=−=== YXPYXPYP ,  )1,1()1,1()1( −=−=+−===−= YXPYXPYP  

θα έχουµε 

)1,1()1,1()1,1()1,1(
)1,1()1,1()1,1()1,1(

−=−=+−=====+=−=
=−=+−=−====+−==

YXPYXPYXPYXP
YXPYXPYXPYXP

 

Αφαιρώντας τις δύο παραπάνω εξισώσεις κατά µέλη προκύπτει ότι )1,1()1,1( =−==−== YXPYXP , ενώ προσθέτοντας τις 
δύο παραπάνω εξισώσεις κατά µέλη προκύπτει τελικά ότι )1,1()1,1( −=−==== YXPYXP . 

 Έστω τώρα ότι )1,1(2 === YXPp . Άρα και )1,1(2 −=−== YXPp . Επίσης, επειδή  

1)1,1()1,1()1,1()1,1( =−=−=+==+=−=+−== YXPYXPYXPYXP  

θα ισχύει και ότι  

pYXPYXPpYXPYXP −==−==−==⇒=+=−=+−== 1)1,1(2)1,1(21)1,1()1,1( . 

Εποµένως, είναι εύκολο να δούµε ότι .2/1)1()1()1()1( =−====−=== YPYPXPXP  Η διασπορά V(X) της τ.µ. X θα είναι 

10))1()1()1(1()()()( 2222 =−−=−+==−= XPXPXEXEXV  

και όµοια, 1)( =YV . Τέλος, 

  ),()()()()(),(
1,1,1,1

yYxXPxyXYEYEXEXYEYXCov
yx

====−= ∑ −=−=
 

         )1,1()1(1)1,1(1)1()1,1()1)(1( −==−⋅+=−=⋅⋅−+−=−=−−= YXPYXPYXP )1,1(11 ==⋅⋅+ YXP 12 −= p . 

Λύση Άσκ. 12. Η τ.µ. Χ ακολουθεί διωνυµική κατανοµή B(n,p) και εποµένως µπορεί να θεωρηθεί ότι εκφράζει το πλήθος των 
επιτυχιών σε n ανεξάρτητες δοκιµές µε πιθανότητα επιτυχίας p. Όµοια, η τ.µ. Υ µπορεί να θεωρηθεί ότι εκφράζει το πλήθος 
των επιτυχιών σε m ανεξάρτητες δοκιµές µε πιθανότητα επιτυχίας p. Μάλιστα, εφόσον οι τ.µ. Χ, Υ είναι ανεξάρτητες, µπορού-
µε να θεωρήσουµε ότι οι n δοκιµές για την Χ και οι m δοκιµές για την Υ είναι µεταξύ τους ανεξάρτητες. Άρα, µπορούµε να 
θεωρήσουµε συνολικά n+m ανεξάρτητες δοκιµές η κάθε µία από τις οποίες είναι «επιτυχία» µε πιθανότητα p. Η τ.µ. Χ+Υ τώρα 
εκφράζει το πλήθος των επιτυχιών στις n πρώτες δοκιµές, συν το πλήθος των επιτυχιών στις m τελευταίες δοκιµές. Με άλλα 
λόγια η Χ+Υ εκφράζει το συνολικό πλήθος των επιτυχιών στις n+m δοκιµές. Γνωρίζουµε όµως ότι το πλήθος των επιτυχιών σε 
n+m ανεξάρτητες δοκιµές (µε πιθ. επιτ. p) ακολουθεί διωνυµική κατανοµή µε παραµέτρους n+m, p. Άρα τελικά Χ+Υ ~ 
Β(n+m,p).  

Λύση Άσκ. 13. (i) Έστω Αi το ενδεχόµενο να είναι η τ.µ. Xi  η µεγαλύτερη από τις Χ1,Χ2,...,Χn. Τα ενδεχόµενα Α1,Α2,...,Αn είναι 
ισοπίθανα διότι δεν υπάρχει κάποια διάκριση µεταξύ των n τ.µ. Χ1,Χ2,...,Χn (όλες προέρχονται από την ίδια κατανοµή). Επίσης, 
P(A1)+P(A2)+...+P(An)=1 και άρα P(A1) = ... = P(An) = 1/n. Εποµένως και P(παρατηρείται ρεκόρ στο χρόνο n) = P(An) =1/n.  

(ii) Η τ.µ. Rn µπορεί να γραφεί στη µορφή Rn = Y1+Y2+...+Yn όπου Υi = 1 αν παρατηρείται ρεκόρ στο χρόνο i και Υi = 0 διαφο-
ρετικά. Από το (i) γνωρίζουµε ότι E(Yi) = P(Yi=1) = 1/i , i=1,2,..,n και συνεπώς 

∑∑∑
===

===
n

i

n

i
i

n

i
in i

YEYERE
111

1)()()( . 

Επίσης, αποδεικνύεται* ότι οι τ.µ. Υ1, Υ2, ..., Υn είναι ανεξάρτητες οπότε 
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∑∑∑
===







 −===

n

i

n

i
i

n

i
in ii

YVYVRV
111

111)()()( . 

*(Έστω Βn η τ.µ. που δείχνει τη σχετική θέση της n-παρατήρησης Xn ανάµεσα στις X1,X2,...,Xn, δηλαδή Bn=1 αν η Χn είναι η 
µεγαλύτερη από τις X1,X2,...,Xn, Bn=2 αν η Χn είναι η δεύτερη µεγαλύτερη από τις X1,X2,...,Xn κ.ο.κ. ... , Bn=n αν η Χn είναι η 
µικρότερη από τις X1,X2,...,Xn. Παρατηρούµε ότι κάθε µία από τις n! δυνατές διατάξεις των X1,X2,...,Xn έχει την ίδια πιθανότη-
τα εµφάνισης (µε πιθανότητα 1 δεν εµφανίζονται "ισοπαλίες" µεταξύ των Χ1,...,Χn διότι είναι συνεχείς τ.µ.). Παρατηρούµε 
επίσης ότι υπάρχει µία 1-1 σχέση µεταξύ των δυνατών διατάξεων και των ενδεχοµένων  

},...,2,1{},...,2,1{},1{],,...,,[ 212211 nbbbbBbBbB nnn ∈∈∈===  

(π.χ. αν n=3 τότε Χ3<Χ1<Χ2 αν και µόνο αν Β1=1, Β2=1, Β3=3). Άρα τελικά  

},...,2,1{},...,2,1{},1{,
!

1),...,,( 212211 nbbb
n

bBbBbBP nnn ∈∈∈==== . 

Επίσης, παρατηρούµε ότι P(Bi=1)= P(Bi=2)=...= P(Bi=i) = 1/i διότι η Χi έχει την ίδια πιθανότητα να είναι µεγαλύτερη, δεύτερη 
µεγαλύτερη, ..., µικρότερη από τις Χ1,Χ2,...,Χi (διαισθητικά αυτό φαίνεται διότι δεν υπάρχει κάποια διάκριση µεταξύ των n τ.µ. 
Χ1,Χ2,...,Χn). Άρα τελικά 

),()...()(
!

1),...,,( 22112211 nnnn bBPbBPbBP
n

bBbBbBP ========  

για },...,2,1{},...,2,1{},1{ 21 nbbb n ∈∈∈ , το οποίο υποδηλώνει ότι οι τ.µ. Β1,Β2,...,Βn  είναι ανεξάρτητες. Συνεπώς και οι 
Υ1,Υ2,...,Υn θα είναι ανεξάρτητες ως συναρτήσεις των Βi, i=1,2,...,n (Yi=1 ή 0 ανάλογα µε το αν Βi=1 ή Βi>1 αντίστοιχα)).  

Λύση Άσκ. 14. Έστω τ.µ. Ζ1,Ζ2,...,Ζn, n=180, έτσι ώστε Zi=1 ή 0 ανάλογα µε το αν στην i-ρίψη εµφανίστηκε άθροισµα 9 ή όχι. 
Θα είναι 

 P(Zi = 1) = P(άθροισµα ζαριών 9)  

          = P(1ο  ζάρι 3, 2ο  ζάρι 6) + P(1ο ζάρι 4, 2ο ζάρι 5) + P(1ο ζάρι 5, 2ο ζάρι 4) + P(1ο ζάρι 6, 2ο ζάρι 3)  = 4/36 = 1/9.  

(α)(i) Η τ.µ. i
n
i Z1=∑  εκφράζει  το πλήθος των εµφανίσεων του 9 στις 180 ρίψεις. Εποµένως, ζητείται η πιθανότητα 

)30( 1 ≥∑ = i
n
i ZP . Η τ.µ. i

n
i Z1=∑  µπορεί να θεωρηθεί ως το πλήθος των επιτυχιών σε n = 180 ανεξάρτητες δοκιµές µε πιθ. επι-

τυχίας p = 1/9 και εποµένως θα ακολουθεί διωνυµική κατανοµή Β(n,p). Επειδή όµως το n είναι αρκετά µεγάλο θα χρησιµο-
ποιήσουµε προσέγγιση από κανονική κατανοµή. Με βάση το Κ.Ο.Θ. θα ισχύει ότι προσεγγιστικά (οι τ.µ. Ζ1,...,Ζn είναι ανε-
ξάρτητες και ισόνοµες), 

)1,0(~
)1()(

)( 1

1

11 N
pnp
npZ

ZnV
ZnEZ i

n
ii

n
i

−

−∑
=

−∑ == , 

και συνεπώς,  

0.0089(2.37)1)
)9/8)(9/1(180

9/18030(1)
)1(

30
)1(

()30( 1
1 =Φ−=

−
Φ−≈

−

−
≥

−

−∑
=≥∑ =

= pnp
np

pnp
npZPZP i

n
i

i
n
i  

(ii) Θα είναι, 0.9911.008901)30(1)30( 11 =−≈≥∑−=<∑ == i
n
ii

n
i ZPZP . 

(iii) Όµοια µε το (i) θα είναι 

  )
)1(

30
)1()1(

20()3020( 1
1 pnp

np
pnp
npZ

pnp
npPZP i

n
i

i
n
i

−

−
<

−

−∑
≤

−

−
=<∑≤ =

=  

            4911.05.09911.0)0()37.2()
)9/11)(9/1(180

9/18020()
)9/11)(9/1(180

9/18030( =−=Φ−Φ≈
−

−
Φ−

−

−
Φ≈  

(β) Έστω Χi,Yi το αποτέλεσµα της i-ρίψης των δύο ζαριών, i = 1,2,...,n=180, και Wi = Xi+Yi.  Ζητείται η πιθανότητα 
)1300( 1 >∑ = i

n
i WP . Από το Κ.Ο.Θ θα ισχύει ότι προσεγγιστικά, (οι τ.µ. W1,...,Wn είναι ανεξάρτητες και ισόνοµες), 

)1,0(~
)(

)(
1 N

XnV

WnEW i
n

i i −∑ = . 

Αλλά, 
 5.36/)6...21()6(6...)1(1)()( =+++==++=== iiii XPXPYEXE , 
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και  916,25.36/91)()( 2 ≈−== ii YVXV . Άρα, 832.5)()()(,7)()()( ≈+==+= iiiiii YVXVWVYEXEWE  και συνεπώς, 
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Τελικά, λαµβάνουµε ότι 
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Λύση Άσκ. 15. Έστω Χ1,Χ2,...,Χn, οι απαντήσεις των n=200 τυχαία επιλεγµένων ψηφοφόρων (δηλαδή, Χi = 1 αν ο i-
ψηφοφόρος του δείγµατος είναι υπέρ του κόµµατος Α και Χi=0 διαφορετικά). Εφόσον το 45% των ψηφοφόρων της πόλης να 
είναι υπέρ του κόµµατος Α, θα ισχύει ότι P(Xi=1) = 0.45 = p, P(Xi=0) = 0.55 = 1−p. H πιθανότητα η πλειοψηφία των ψηφοφό-
ρων του δείγµατος να είναι υπέρ του κόµµατος Α εκφράζεται ως εξής: )2/( 1 nXP i

n
i >∑ = . Για τον προσεγγιστικό υπολογισµό 

αυτής της πιθανότητας θα χρησιµοποιήσουµε το Κ.Ο.Θ. Συγκεκριµένα θα ισχύει ότι προσεγγιστικά (οι Χ1,Χ2,...,Χn είναι ανε-
ξάρτητες και ισόνοµες τ.µ.) 
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και άρα τελικά, 
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Λύση Άσκ. 16. Έστω οι τ.µ. Χ1,Χ2,...,Χn, n=400 έτσι ώστε Χi  = 1 αν το i κοµµάτι του δείγµατος είναι ελαττωµατικό και Χi = 0 
διαφορετικά, i=1,2,...,n. Το 10% από τα προϊόντα µιας µηχανής είναι ελαττωµατικά και συνεπώς P(Xi=1) = 0.1 = p.  

(α) Ζητείται η πιθανότητα )30( 1 ≤∑ = i
n
i XP . Από το K.O.Θ θα ισχύει ότι προσεγγιστικά,  
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Όµοια λύνονται και τα ερωτήµατα (β), (γ) και (δ). 

Λύση Άσκ. 17. Έστω Χ1,Χ2,...,Χn, n=100 οι αριθµοί των ελαττωµάτων στην 1η, 2η,..., n-οστή ταινία, αντίστοιχα. Οι τ.µ. 
Χ1,Χ2,...,Χn είναι ανεξάρτητες (προέρχονται από ανεξάρτητα πειράµατα) και ακολουθούν κατανοµή Poisson µε µέση τιµή 
800/200 = 4. Ζητείται η πιθανότητα 
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Από το Κ.Ο.Θ θα ισχύει προσεγγιστικά ότι, )1,0(~)(/))(( 1 NXVnXEnX i
n
i ⋅⋅−∑ =  και άρα 
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Λύση Άσκ. 18. Χωρίζουµε το χρόνο των 10 ωρών σε 600 λεπτά και έστω Χi η τ.µ. που εκφράζει το πλήθος των τηλεφωνηµά-
των κατά τη διάρκεια του i-λεπτού (i = 1,2,...,n=600). Οι τ.µ. Χ1,Χ2,...,Χn είναι ανεξάρτητες και ακολουθούν κατανοµή Poisson 
µε λ=1 (και άρα Ε(Χi) = V(Χi) = λ = 1). Από το Κ.Ο.Θ. θα ισχύει ότι προσεγγιστικά, 
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και συνεπώς το κέρδος θα είναι µεγαλύτερο των 28 € µε πιθανότητα 72.91%. 

Λύση Άσκ. 19. Αν θέσουµε Χi=1 αν ο i-πελάτης καλεί την εταιρία (µία συγκεκριµένη στιγµή) και 0 διαφορετικά, 
i=1,2,…,n=5000, τότε το πλήθος των πελατών που καλούν την εταιρία θα είναι ίσο µε ∑ =i

n
iX1 . Αν c είναι ο αριθµός των 

υπαλλήλων στο τµήµα υποστήριξης, θα πρέπει (χρησιµοποιώντας και το Κ.Ο.Θ.) να ισχύει ότι  
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(1−α=90%) και από το (α) θα είναι (p=0.1%=0.001) 
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Άρα τελικά c = 8. 

Λύση Άσκ. 20. Προφανώς θα είναι α = 0 και β = 0.1€. Συνεπώς ο πελάτης θα κληθεί να πληρώσει 
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Από το Κ.Ο.Θ., θα ισχύει (προσεγγιστικά) ότι 
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και αν γράψουµε την τ.µ. Υ ως εξής 
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συµπεραίνουµε ότι αυτή θα ακολουθεί (προσεγγιστικά) κανονική κατανοµή (ως γραµµική συνάρτηση µιας κανονικής τ.µ.) µε 
µέση τιµή και διασπορά 

97.3002/47.293)(12/2/47.293)( =+=⋅++= βββ nZEnnYE
   

125.0
12

)(
12

)12/()12/2/47.293()(
22

===⋅=⋅++=
βββββ nZVnZnVZnnVYV

 
Τέλος, η πιθανότητα να πληρώσει τώρα περισσότερα από c = 300€ είναι 
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Λύση Άσκ. 21. Έστω Χ1,Χ2,...,Χn, n = 55 οι τ.µ. που εκφράζουν τους χρόνους εξυπηρέτησης των 55 πελατών. Οι τ.µ. Χ1,...,Χn 
είναι ανεξάρτητες και ισόνοµες µε 22)(,5)( == ii XVarXE . Η τ.µ. i

n
i X1=∑  εκφράζει το συνολικό χρόνο εξυπηρέτησης. Σύµ-

φωνα µε το Κ.Ο.Θ. θα ισχύει, µε µεγάλη προσέγγιση, οτι 
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Ζητείται η πιθανότητα 
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Λύση Άσκ. 22. Θα ισχύει άµεσα ότι 



Boutsikas M.V. (2003), Σηµειώσεις Στατιστικής ΙΙΙ,  
Τµήµα Οικονοµικής Επιστήµης, Πανεπιστήµιο Πειραιώς. 
 

116

5.0
2
2

2
)()2|3(| 22 ==≤≥−

XVXP   και  2
1
2

2
)()1|3(| 22 ==≤≥−

XVXP . 

Παρατηρούµε ότι στη δεύτερη περίπτωση δεν εξάγουµε κάποια χρήσιµη πληροφορία αφού έτσι και αλλιώς P(|Χ−3|≥1) ≤ 1.  

Λύση Άσκ. 23. (α) Η τ.µ. Χ = X1+...+X100 είναι θετική και άρα από την ανισότητα Markov θα ισχύει ότι 

833.0
120
100

120
)(...)(

120
)()120( 1001 ≈=

++
=≤≥

XEXEXEXP  

Επίσης, χρησιµοποιώντας την ανισότητα Chebyshev προκύπτει ακόµη καλύτερα ότι 
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(β) Από το Κ.Ο.Θ θα έχουµε ότι, προσεγγιστικά 
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και άρα τελικά 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

Λύση Άσκ. 24. θα είναι 
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και άρα c = n/n−1.  

Λύση Άσκ. 25. Θα αναζητήσουµε µία αµερόληπτη εκτιµήτρια της µορφής YbXa +  που να έχει τη µικρότερη δυνατή διασπο-
ρά. Θα πρέπει 
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Αρκεί να βρούµε το α που ελαχιστοποιεί την παράσταση danckaaf 222 )1()( −+= . Ισχύει ότι 

ndkc
ndanadndakcdanakcaf
+

=⇔=+−=−−=′
2

22 0222)1(22)(     ( 022)( 2 >+=′′ ndkcaf ) 

και εποµένως η εκτιµήτρια 

ndkc
YkcXndY

ndkc
nd

c
X

ndkc
ndYbXa

+
+

=







+
−+

+
=+ 222 11  

είναι αµερόληπτη και έχει τη µικρότερη διασπορά ανάµεσα στις εκτιµήτριες της µορφής YbXa + . 

Λύση Άσκ. 26. Έχουµε δύο άγνωστες παραµέτρους θ1=α, θ2=b και εποµένως θα πάρουµε δύο εξισώσεις µε δύο αγνώστους 
(k=2):  
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Λύση Άσκ. 27. Έχουµε δύο άγνωστες παραµέτρους θ1=α, θ2=b και εποµένως θα πάρουµε δύο εξισώσεις µε δύο αγνώστους 
(k=2):  
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Λύση Άσκ. 28. Έχουµε δύο άγνωστες παραµέτρους θ1=α, θ2=λ και εποµένως θα πάρουµε δύο εξισώσεις µε δύο αγνώστους 
(k=2):  
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Λύση Άσκ. 29. Ο λογάριθµος της συνάρτησης πιθανοφάνειας του δείγµατος θα δίνεται από τον τύπο 
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Παρατηρούµε ότι η παραπάνω συνάρτηση του λ είναι παραγωγίσιµη σε όλο τον παραµετρικό χώρο (0,∞). Εποµένως, τα πιθα-
νά λ για τα οποία µεγιστοποιείται η lnL(λ) θα είναι ρίζες της εξίσωσης (lnL(λ))΄=0. Ειδικότερα θα έχουµε ότι 
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και εποµένως 
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. Αποµένει φυσικά να επαληθεύσουµε ότι η παραπάνω τιµή αποτελεί µέγιστο. Πράγµατι, ισχύει ότι  
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Λύση Άσκ. 30. Ο λογάριθµος της συνάρτησης πιθανοφάνειας του δείγµατος θα δίνεται από τον τύπο 
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Παρατηρούµε ότι η παραπάνω συνάρτηση του λ είναι παραγωγίσιµη σε όλο τον παραµετρικό χώρο (0,∞). Εποµένως, τα πιθα-
νά λ για τα οποία µεγιστοποιείται η lnL(λ) θα είναι ρίζες της εξίσωσης (lnL(λ))΄=0. Ειδικότερα θα έχουµε ότι 

0lnln2ln)(ln
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και εποµένως 2
1 i

n
i X

n

=∑
=λ

)
. Αποµένει φυσικά να επαληθεύσουµε ότι η παραπάνω τιµή αποτελεί µέγιστο. Πράγµατι, ισχύει ότι  
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) nL . 

Λύση Άσκ. 31. Ο λογάριθµος της συνάρτησης πιθανοφάνειας του δείγµατος δίνεται από τον τύπο 
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Παρατηρούµε ότι η παραπάνω συνάρτηση του λ είναι παραγωγίσιµη σε όλο τον παραµετρικό χώρο (0,∞). Εποµένως, τα πιθα-
νά λ για τα οποία µεγιστοποιείται η lnL(λ) θα είναι ρίζες της εξίσωσης (lnL(µ))΄=0. Ειδικότερα θα έχουµε ότι 
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και εποµένως 

∑
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Αποµένει φυσικά να επαληθεύσουµε ότι η παραπάνω τιµή αποτελεί µέγιστο.  

Λύση Άσκ. 32. Θα είναι 
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και συνεπώς, 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 

Λύση Άσκ. 33. Από τις παραπάνω παρατηρήσεις βρίσκουµε ότι 4.151=X
 
και  3.782 =S

  
α) Το δείγµα είναι σχετικά µικρό 

και για αυτό θα χρησιµοποιήσουµε την κατανοµή t. Ένα δ.ε. συντελεστού 99% µια το µ  θα είναι 

]4.6
5

3.784.151,4.6
5

3.784.151[)]2/(),2/([ 11 +−=+− −− at
n

SXat
n

SX nn ]603.169,197.133[= . 

όπου 1−α = 99% και t4(0.005) = 4.60.  

β) Ένα δ.ε. για το σ2 όταν µ άγνωστο είναι 

]
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= ]4.1491,07.21[]
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3.784,
86.14

3.784[ =
⋅⋅

= . 

Εποµένως ένα δ.ε. για το σ συντελεστού 99% θα είναι το  ]61.38,59.4[]4.1491,07.21[ = . 

Λύση Άσκ. 34. Από τις παραπάνω 7 παρατηρήσεις βρίσκουµε ότι 71.1038=X  και 24.71262 =S . 

α) Το δείγµα είναι σχετικά µικρό και για αυτό θα χρησιµοποιήσουµε την κατανοµή t. Ένα δ.ε. συντελεστού 95% µια το µ  ό-
ταν το σ είναι άγνωστο θα είναι 

]94.1114,39.963[],447.2
7

24.671271.1038[)]2/(),2/([ 11 =±=+− −− at
n

SXat
n

SX nn  

όπου 1−α=95% και t6(0.025) ≈ 2.447. Στην περίπτωση που είναι γνωστό ότι σ=4, θα έχουµε το δ.ε. 95% για το µ: 

]03.1091,3.987[]96.1
7

7071.1038,96.1
7

7071.1038[]σ,σ[ 2/2/ =+−=+− aa Z
n

XZ
n

X . 
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Τέλος, θα πρέπει: 

44.2720/96.170420/σ420σ2 22222
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2
2/ =⋅⋅==⇔= aa ZnZ
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Λύση Άσκ. 35. Πριν προχωρήσουµε θα πρέπει να υπολογίσουµε τις εκτιµήτριες X  και S2. Για το δειγµατικό µέσο θα ισχύει 
ότι 
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α) Σύµφωνα µε τα παραπάνω, ένα δ.ε. συντελεστού 95% για το µ  θα είναι 

)]2/(),2/([ 11 at
n

SXat
n

SX nn −− +− )]025.0(
50
2551.05.2),025.0(

50
2551.05.2[ 4949 tt +−= . 

Επειδή το µέγεθος του δείγµατος είναι αρκετά µεγάλο (>30), προκύπτει ότι =)025.0(49t  Ζ0.025 = 1.96 και άρα τελικά το παρα-
πάνω δ.ε. συντελεστού 95% για το µέσο χρόνο ζωής θα είναι: 

]64.2,36.2[]96.1
50
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50
2551.05.2[ =+−= . 

β) Ένα δ.ε. για το σ2 όταν µ άγνωστο είναι 
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 και αντικαθιστώντας θα έχουµε τελικά το δ.ε. ]3870.0,1750.0[]
3.32
2551.049,

4.71
2551.049[ =

⋅⋅ . Τέλος, ένα δ.ε. για το σ συντελε-

στού 95% θα είναι το ]622.0,4184.0[]387.0,1750.0[ = . 

Λύση Άσκ. 36. α) Έστω Χ1,Χ2,...,Χn, οι απαντήσεις των n=100 ατόµων του τ.δ. ώστε Χi=1 αν o i-καταναλωτής χρησιµοποιεί το 
συγκεκριµένο προιόν και Χi=0 διαφορετικά. Προφανώς, το τ.δ. Χ1, Χ2, ..., Χn προέρχεται από Β(1,p) κατανοµή (P(Xi=1)=p, 
P(Xi=0)=1−p). Ζητάµε δ.ε. συντελεστού 95% για το p. Θα είναι: 

])1(,)1([ 2/2/ aa Z
n

XXXZ
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XXX −
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−
− ]2784.0,1216.0[]96.1

100
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100
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⋅
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⋅
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Άρα το πραγµατικό ποσοστό p βρίσκεται µεταξύ του 12.6% και του 27.8% µε συντελεστή εµπιστοσύνης 95%.  

 β) Το εύρος του διαστήµατος στο (α) είναι ίσο µε 27.8%−12.6% = 15.2%. Έστω ότι για να γίνει ίσο µε 5% πρέπει να 
πάρουµε δείγµα µεγέθους n1. Έστω επίσης X ′  το αντίστοιχο δειγµατικό ποσοστό από το δείγµα αυτό. Θα πρέπει να ισχύει ότι 

02.0)1(2 2/
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aZ
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2/21 05.0
)1(4 aZXXn
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και αν υποθέσουµε ότι θα βρούµε και πάλι X ′  περίπου ίσο µε 20% θα έχουµε τελικά ότι 

45.98396.1
05.0

)2.01(2.04 2
21 =

−
≈n . 

Λύση Άσκ. 37. Έστω Χ1,Χ2,...,Χn, οι απαντήσεις των n=100 ατόµων του τ.δ. ώστε Χi=1 αν τo i-άτοµο προτίθεται να είναι ά-
νεργος και Χi=1 διαφορετικά. Ζητάµε δ.ε. συντελεστού 95% για το p. To δ.ε. θα είναι: 
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ii) Το πλήθος των ανέργων στην πόλη θα είναι m⋅p και εποµένως ζητάµε δ.ε. 95% για το m⋅p. Γνωρίζουµε ότι  

,1)( aUpLP −=≤≤   όπου   2/2/
)1(,)1(

aa Z
n

XXXUZ
n
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και εποµένως amUmpmLP −=≤≤ 1)( . Άρα ένα δ.ε. 95% για τον αριθµό των ψήφων του κόµµατος θα είναι το  

]171300,48670[]1713.0,04867.0[100000],[ =⋅=⋅ ULm . 

iii) Έστω ότι για να έχουµε εύρος 3% θα πρέπει να πάρουµε δείγµα µεγέθους n1. Έστω επίσης ′X  το αντίστοιχο 
δειγµατικό ποσοστό από το δείγµα αυτό. Θα πρέπει να ισχύει ότι 
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και αν υποθέσουµε ότι θα βρούµε και πάλι X ′  περίπου ίσο µε 10% θα έχουµε τελικά ότι 

8.85296.1
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)11.01(11.04 2
21 =

−
≈n . 

Λύση Άσκ. 38. Γνωρίζουµε ότι το δ.ε. συντελεστού 1−α για το πηλίκο 2
2σ / 2

1σ είναι  
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Από πίνακες των άνω α-σηµείων της κατανοµής F βρίσκουµε ότι: 

16.39)025.0()( 2,321,1 21
==−− FF a

nn ,   062.0)975.0()1( 2,321,1 21
==−−− FF a
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και συνεπώς το δ.ε. θα είναι ( 09.0,5625.1 2
2

2
1 == SS ) 
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09.0

5625.1[ = . 

Το διάστηµα αυτό δεν περιέχει το 1 και άρα µπορούµε να απορρίψουµε ότι 2
2σ / 2

1σ =1 µε συντελεστή εµπιστοσύνης 95%.  

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6 
Λύση Άσκ. 39. Η περιοχή απόρριψης θα είναι 

aZ
n

XK >
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δηλαδή 
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210σµ: 0 =+=+> aZ

n
XK  

Η ισχύς θα είναι θα είναι 
     π(11) = P(απόρριψη της Η0 / ισχύει η Η1) = )11=µ/8225.10( >XP       
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Λύση Άσκ. 40. Υπενθυµίζεται ότι από την άσκηση 5.1. είχαµε βρει ότι 284.16=X και  17.58272 =S  

α) Πρόκειται για τον έλεγχο Η0:µ=µ0, Η1:µ<µ0 όπου µ0=290 όταν το σ είναι άγνωστο. Από την παράγραφο 6.β. έχουµε την 
περιοχή απόρριψης της Η0: 
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και  επειδή 833.1)05.0()( 91 −=−=− − tatn  τελικά θα έχουµε ότι –4.404 < –1.833, δηλαδή απορρίπτουµε την Η0:µ=290 έναντι 

της Η1:µ<290 σε ε.σ. 5%. Το p-value του δείγµατος που έδωσε X  = 284.16 θα είναι  

p-value = ≈−=
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=Η
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− )404.4()
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(

990
00

tt FF
nSnS
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Συνεπώς, η πιθανότητα να πάρουµε ένα τόσο «ακραίο» δείγµα ενώ ισχύει η Η0 είναι µόλις 0.0855%. (φαίνεται ότι το δείγµα 
που πήραµε είναι αρκετά ακραίο αν ισχύει η Η0). Παρατηρούµε ότι είναι κατά πολύ µικρότερη του 0.05 και συνεπώς απορρί-
πτουµε την Η0. (Αντί να ελέγξουµε αν )(1/

µ0 atnnS
X

−
− −<  θα µπορούσαµε να ισοδύναµα ελέγξουµε αν p-value < a). 

β. Πρόκειται για τον έλεγχο Η0:µ=µ0, Η1:µ<µ0 όπου µ0=290 όταν το σ είναι γνωστό και ίσο µε 4. Από την παράγραφο 6.α. έ-
χουµε την περιοχή απόρριψης της Η0: 
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και  επειδή 645.105.0 −=−=− ZZa  τελικά θα έχουµε ότι –4.61 < –1.645, δηλαδή απορρίπτουµε και πάλι την Η0:µ=290 έναντι 
της Η1:µ<290 σε ε.σ. 5%. Η πιθανότητα σφάλµατος τύπου Ι θα είναι ίση µε α=0.05 ενώ η P(II) θα είναι 
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Η ισχύς του ελέγχου θα είναι ίση µε π(µ1) = 1−P(II). Επίσης το p-value του δείγµατος που έδωσε X =284.16 θα είναι  

p-value= ≈−Φ=
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<
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Συνεπώς, η πιθανότητα να πάρουµε ένα τόσο «ακραίο» δείγµα ενώ ισχύει η Η0 είναι µόλις 0.0002%.  (φαίνεται ότι το δείγµα 
που πήραµε είναι πολύ ακραίο αν ισχύει η Η0). Παρατηρούµε ότι είναι κατά πολύ µικρότερο του 0.05 και συνεπώς απορρί-
πτουµε την Η0 (αντί να ελέγξουµε αν an

X Z−<−

/
µ0

σ
 θα µπορούσαµε ισοδύναµα να ελέγξουµε αν p-value < a) 

Λύση Άσκ. 41. Υπενθυµίζεται ότι από την άσκηση 5.2. είχαµε βρει ότι =X  356.6 και =2S 128.711 . 
α) Πρόκειται για τον έλεγχο Η0:µ=µ0, Η1:µ≠µ0 όπου µ0=360 όταν το σ είναι άγνωστο. Από την παράγραφο 6.β. έχουµε την 
περιοχή απόρριψης της Η0: 
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Βρίσκουµε ότι 
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και  επειδή 250.3)005.0()2/( 91 ==− tatn  τελικά θα έχουµε ότι 0.94 < 3.250, δηλαδή δεν µπορούµε να απορρίψουµε την 

Η0:µ=360 έναντι της Η1:µ≠360 σε ε.σ. 1%. Το p-value του δείγµατος που έδωσε X =356.6 θα είναι  

p-value = )/94.0
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Συνεπώς, η πιθανότητα να πάρουµε ένα τόσο «ακραίο» δείγµα ενώ ισχύει η Η0 είναι 37.2% (φαίνεται ότι το δείγµα που πήρα-
µε δεν είναι καθόλου ακραίο αν ισχύει η Η0). Παρατηρούµε ότι είναι αρκετά µεγαλύτερη του 0.01 και συνεπώς δεχόµαστε (ή 
καλύτερα, λέµε ότι δεν έχουµε αρκετά στοιχεία ώστε να απορρίψουµε) την Η0.  
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β) Πρόκειται για τον έλεγχο Η0:σ=σ0, Η1:σ<σ0 όπου σ0=30 όταν το µ είναι άγνωστο. Από την παράγραφο 6.δ. έχουµε την πε-
ριοχή απόρριψης της Η0: 
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Βρίσκουµε ότι 
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και  επειδή )01.0(χ)(χ 2
9

2
1 =− an =21.67 > 1.287 τελικά απορρίπτουµε την Η0:σ=30 έναντι της Η1:σ<30 σε ε.σ. 1%. 

Λύση Άσκ. 42. Από την άσκηση 4.4. έχουµε ότι =X 69.798, και 
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1 2 =⋅−= . 

α) Ζητείται ο έλεγχος Η0: µ=µ0, Η1: µ<µ0, µ0=71 µε σ2 άγνωστο. Η κρίσιµη περιοχή αυτού του ελέγχου γνωρίζουµε ότι είναι: 

Κ: )(
/

µ
1

0 at
nS

X
n−−<

− . 

Αντικαθιστώντας θα έχουµε ότι: 

44.4
200/63.14
71798.69

/
µ0 −=

−
=

−

nS
X  

ενώ 05.01991 )05.0()( Ztatn −=−=− − 44.4645.1 −<−=  και άρα απορρίπτουµε την Η0 σε ε.σ. 0.05. 

β) Ζητείται ο έλεγχος Η0: σ=σ0, Η1: σ≠σ0, σ0=4 µε µ άγνωστο. Η κρίσιµη περιοχή αυτού του ελέγχου γνωρίζουµε ότι είναι: 

Κ:  )
2

1(χ
σ

)1( 2
12

0

2 aSn
n −<

−
−   ή   )

2
(χ

σ
)1( 2

12
0

2 aSn
n−>

−  

Αντικαθιστώντας θα έχουµε ότι: 

96.181
16

63.14199
σ

)1(
2
0

2

=
⋅

=
− Sn  

ενώ  

        025.0025.01
2
199

2
1 19921991992199)025.01(χ)

2
1(χ ZZa

n ⋅−=⋅+=−=− −− 159.891.961992199 =⋅⋅−=  

και  

         1.23819921991992199)025.0(χ)
2

(χ 025.0025.0
2
199

2
1 =⋅+=⋅+==− ZZa

n  

και επειδή 159.89 < 181.96 < 238.1 δεχόµαστε (ή καλύτερα, λέµε ότι δεν έχουµε αρκετά στοιχεία ώστε να απορρίψουµε) την 
Η0. 

Λύση Άσκ. 43. Επειδή iX
ii eYY 1−= , θα είναι 1lnln −−= iii YYX  και συνεπώς, τα Χ1, Χ2, ...,Χ5 θα είναι 

-0.0341775, -0.096159, -0.0675049, 0.0717111, 0.03116 

Βρίσκουµε ότι =X -0.018994, S2 = 0.00482028. Ζητείται ο έλεγχος Η0: µ=µ0, Η1: µ<µ0, µ0=0. Η κρίσιµη περιοχή θα είναι 

13.2)05.0()( 41 −=−=−< − tatT n  
όπου 

81.8
/

µ0 −=
−

=
nS

XT  

και άρα απορρίπτουµε την Η0.  

(ii) Στη συγκεκριµένη περίπτωση έχουµε ένα τ.δ. Χ1,Χ2,...,Χn, n=5 από την Ν(µ, σ2=0.01) και ζητείται ο έλεγχος της 
υπόθεσης  

H0: µ=µ0 (=0) έναντι της Η0: µ<µ0  (=0) 

σε επίπεδο σηµαντικότητας α. H κρίσιµη περιοχή είναι η 
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Κ: 645.105.0 −=−=−< ZZT a  

όπου τώρα, 
n

XT
σ/

µ0−
= = -4.24 και άρα και πάλι απορρίπτουµε την Η0. Η πιθανότητα να έχουµε απορρίψει λανθασµένα είναι 

α=5%. Το p-value του ελέγχου θα είναι 

0)24.4Φ()/24.4
/σ

µ( 02

0 =−=−<
− H

n

XP  

Επίσης, η ισχύς του ελέγχου θα είναι 

)/
//

(1)/(1)(1)( 12

0

21

2

0 HZ
nn

XPHZ
n

XPIIP aa −
−

≥
−

−=−≥−=−=
σ

µµ

σ

µσµµπ  

            )645.1
5/1.0

µΦ()
/σ

µµ
Φ(

2

0 −
−

=−
−

= aZ
n

. 

Τέλος, αν ίσχυε η Η1 µε µ = -0.1 τότε 

7227.0)591.0()645.1
5/1.0

0.1Φ()0.1(π =Φ=−= , 

η οποία είναι στην ουσία η πιθανότητα ορθής απόρριψης της Η0 (πιθανότητα σωστής απόφασης) αν ίσχυε ότι µ = -0.1.  

Λύση Άσκ. 44. ∆ιαπιστώνουµε ότι πρόκειται για τον έλεγχο απλής υποθέσεως έναντι απλής οπότε µπορούµε να εφαρµόσουµε 
το Λήµµα N - P. Θα έχουµε ότι 
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2
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Παρατηρούµε στη συνέχεια ότι  

ccxxc ′≡−>−−−⇔ lnσ2)µ()µ(<)λ( 22
1

2
0x

 
( ) ( ) cxxxx ′>−+−−+⇔ 1

2
1

2
0

2
0

2 22 µµµµ ccxx ′′≡+−′>−⇔ 2
1

2
001 µµ22 µµ  

και συνεπώς, επειδή µ1−µ0 > 0, συµπεραίνουµε ότι η ανισότητα λ(Χ) < c είναι ισοδύναµη µε την 

 ( ) 0
01 µµ2

ccX ≡
−
′′

> . 

Άρα η κρίσιµη περιοχή του ελέγχου (περιοχή απόρριψης) θα έχει τη µορφή Κ: 0cX >
 
για κάποιο c0 το οποίο θα καθορίζεται 

από την P(Ι) = P(Χ∈Κ / H0) = α. Εποµένως, το c0 θα πρέπει να είναι τέτοιο ώστε 

aHcXPHcXPIP =
−

>
−

=>= )/
σ

µ

σ

µ()/()( 02

00

2

0
00  

και επειδή, κάτω από την Η0, η τ.µ.  )1,0(~
σ

µ
2

0 NXZ −
=

 
συµπεραίνουµε τελικά ότι  

aa ZcZ
c σ+µ

σ

µ
002

00 =⇒=
− . 

Άρα, σύµφωνα µε το Λήµµα N-P, ο βέλτιστος έλεγχος σε επίπεδο σηµαντικότητας α θα έχει περιοχή απόρριψης: 

935.14645.1310σ+µ0 =⋅+=> aZX    ή ισοδύναµα   Κ: aZX
>

−
σ

µ0 . 

Επειδή λοιπόν Χ = 14, δεχόµαστε την Η0. Η πιθανότητα σφάλµατος τύπου ΙΙ θα είναι ίση µε 

)µ=µ/+
σ

µµ
σ

µ()µ=µ/σ+µ()/σ+µ( 1
101

1010 aaa ZXPZXPHZXP −
≤

−
=≤=≤  

και επειδή κάτω από την Η1, ισχύει ότι )1,0(~
σ

µ1 NXZ −
=′ , προκύπτει ότι 
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)+
σ

µµ(Φ)( 10
aZIIP

−
= . 

Τέλος, η ισχύς του ελέγχου θα είναι  

π(µ1) = ==−
−

=−
−

=
−

−=− )68.1(Φ)645.1
3

1020(Φ)
σ

µµ(Φ)+
σ

µµ(Φ1)(1 0110
aa ZZIIP 0.9535. 

Λύση Άσκ. 45. Ζητείται ο έλεγχος της υπόθεσης Η0: p ≤ p0 έναντι της Η1: p > p0, p0 = 35%. Η κρίσιµη περιοχή αυτού του ε-
λέγχου γνωρίζουµε ότι είναι: 

K:  aZ
npp

pX
>

−
−

/)1( 00

0  

Αντικαθιστώντας θα έχουµε ότι: 

344.2
500/)35.01(35.0

35.04.0
/)1( 00

0 =
−

−
=

−

−

npp
pX  

ενώ Za=Z0.05=1.645 < 2.344 και συνεπώς απορρίπτουµε την Η0 σε ε.σ. α=0.05.  

 
Λύση Άσκ. 46. Στη συγκεκριµένη περίπτωση ζητείται ο έλεγχος της υπόθεσης  

H0: p > p0 έναντι της  Η1: p < p0 

όπου p0=50%. Γνωρίζουµε ότι η κρίσιµη περιοχή θα είναι 

Κ: aZ
npp

pX
−<

−
−

/)1( 00

0 . 

Αντικαθιστώντας βρίσκουµε ότι 

33.207.2
300/)5.01(5.0

5.044.0
/)1( 01.0

00

0 −=−>−=
−

−
=

−

− Z
npp

pX . 

Εποµένως δεν έχουµε αρκετά στοιχεία για να απορρίψουµε τον παραπάνω ισχυρισµό.  

 Παρατηρούµε ότι για να απορρίπταµε την Η0: p=0.5 λαµβάνοντας ένα µεγαλύτερο δείγµα n΄ θα έπρεπε να ισχύει ότι 

aZ
npp

pX
−<

′−
−′

/)1( 00

0  δηλαδή  2
2

0

00

)(
)1(

aZ
pX
ppn

−′
−

>′  

όπου X ′  είναι το αντίστοιχο δειγµατικό ποσοστό που θα βρίσκαµε. Βρίσκοντας, σύµφωνα µε την εκφώνηση, και πάλι ′X = 
0.44 θα έπρεπε  

37733.2
)5.044.0(
)5.01(5.0

)(
)1( 2

2
2

2
0

00 ≈
−
−

=
−′
−

>′ aZ
pX
ppn

 
Λύση Άσκ. 47. Υπολογίζουµε από τα δύο δείγµατα ότι 625.172=X  και 7.134=Y . 
α) Ζητείται ο έλεγχος της µορφής Η0: µ1=µ2, H1:µ1≠µ2 όταν σ1,σ2 είναι γνωστά σε ε.σ. α=0.05. Η κρίσιµη περιοχή του ελέγχου 
σύµφωνα µε τα παραπάνω θα είναι 

Κ:   |Τ | >Ζα/2     όπου     Τ= ( )

2

2
2

1

2
1 σσ

nn

YX

+

− . 

Αντικαθιστώντας θα έχουµε ότι 

|T| = 2
225.040

925.37

10
1

8
140

7.134625.172

σσ

2

2
2

1

2
1

≈=
+

−
=

+

−

nn

YX
 

Ενώ Za/2 = Z0.025 = 1.96 < 2 και άρα απορρίπτουµε την Η0. 

β) Ζητείται ο έλεγχος της µορφής Η0: µ1=µ2, H1:µ1>µ2 όταν σ1,σ2 είναι γνωστά σε ε.σ. α=0.05. Η κρίσιµη περιοχή του ελέγχου 
σύµφωνα µε τα παραπάνω θα είναι 
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Τ >Ζα   όπου     Τ= ( )

2

2
2

1

2
1 σσ

nn

YX

+

− . 

Αντικαθιστώντας θα έχουµε ότι 

T = 2
σσ

2

2
2

1

2
1

≈

+

−

nn

YX  

Ενώ Za = Z0.05 = 1.645 < 2 και άρα απορρίπτουµε και πάλι την Η0. 

Λύση Άσκ. 48. α) Ζητείται ο έλεγχος της µορφής Η0: µ1=µ2, H1:µ1 > µ2 όταν σ1,σ2 είναι άγνωστά αλλά ίσα, σε ε.σ. α=0.05. 
Υπολογίζουµε ότι 52,57,99,113 2

2
2

1 ==== SSYX  και η κρίσιµη περιοχή του ελέγχου θα είναι 

Κ: Τ  > )(221
at nn −+   όπου     Τ=

( )

2
)1()1(

21

2
22

2
11

21

21

−+
−+−

−
+

nn
SnSn

YX
nn

nn

. 

Αντικαθιστώντας θα έχουµε ότι T = 2.3226, ενώ )2/(221
at nn −+  = )05.0(4t = 2.132 < 2.3226 και άρα απορρίπτουµε την Η0. 

Λύση Άσκ. 49. α) Ζητείται ο έλεγχος της µορφής Η0: µ1=µ2, H1:µ1≠µ2 όταν σ1,σ2 είναι άγνωστά αλλά ίσα, σε ε.σ. α=0.05. Η 
κρίσιµη περιοχή του ελέγχου σύµφωνα µε τα παραπάνω θα είναι 

Κ: |Τ | > )2/(221
at nn −+   όπου     Τ=

( )

2
)1()1(

21

2
22

2
11

21

21

−+
−+−

−
+

nn
SnSn

YX
nn

nn
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Αντικαθιστώντας θα έχουµε ότι 

|T| = 68.2

22010
99.1219766.89

45.1049.100
2010
2010

−=

−+
⋅+⋅

−
+
⋅

 

Ενώ )2/(221
at nn −+  = )025.0(28t = 2.048 < 2.68 και άρα απορρίπτουµε την Η0. 

β) Ζητείται ο έλεγχος της µορφής Η0: µ1=µ2, H1:µ1<µ2 όταν σ1,σ2 είναι άγνωστά αλλά ίσα σε ε.σ. α = 0.05. Η κρίσιµη περιοχή 
του ελέγχου σύµφωνα µε τα παραπάνω θα είναι 

Κ: Τ < − )(221
at nn −+   όπου   Τ= 68.2− . 

Επειδή  )(221
at nn −+−  = )05.0(28t− = −1.701 > −2.68  απορρίπτουµε την Η0. 

Λύση Άσκ. 50. α) Ζητείται ο έλεγχος της µορφής Η0: σ1=σ2, H1:σ1≠σ2 όταν τα µ1, µ2 είναι άγνωστα σε ε.σ. α=0.05. Η κρίσιµη 
περιοχή του ελέγχου σύµφωνα µε τα παραπάνω θα είναι 

Κ: Τ < )2/1(1,1 21
aF nn −−− ή Τ > )2/(1,1 21

aF nn −−   όπου     Τ= 2
2
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n
n

n

j
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i
i

=
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−

−
−

∑

∑

=

= . 

Αντικαθιστώντας θα έχουµε ότι 

T 6748.0
99.12

766.8
==  

Ενώ   
273.0)975.0()1( 19,921,1 21

==−−− FF a
nn ,   84.2)025.0()( 19,921,1 21

==−− FF a
nn ,    

και επειδή 0.273<0.6748<2.84 δεχόµαστε την Η0 (δηλ. οι πληθυσµοί είναι οµοσκεδαστικοί) σε ε.σ. 0.05. 

Λύση Άσκ. 51. Είναι 
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Κ:  Τ < 6221.0)95.0()1( 49,491,1 21
==−−− FaF nn  

όπου Τ = 6944.0
120
100

2

2

2
2

2
1 ==

S
S  και εποµένως δεν µπορούµε να απορρίψουµε την Η0.  

Λύση Άσκ. 52. α) Ζητείται ο έλεγχος της µορφής Η0: p1=p2, H1:p1≠p2 σε ε.σ. α=0.05. Η κρίσιµη περιοχή του ελέγχου σύµφω-
να µε τα παραπάνω θα είναι (n1,n2 >30) 

Κ:  |Τ | > Za/2 όπου  
( )21 /1/1)1( nnPP

YXT
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−
= ,   

21
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nn
YnXnP
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Αντικαθιστώντας θα έχουµε ότι 
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και    
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1

300
24

400
16

−=
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−
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Ενώ Ζα/2 = Ζ0.005 = 2.58 και επειδή 2.257 < 2.58 δεχόµαστε (ή καλύτερα, λέµε ότι δεν έχουµε αρκετά στοιχεία ώστε να απορρί-
ψουµε) την Η0.  

β) Ζητείται ο έλεγχος της µορφής Η0: p1=p2, H1:p1<p2 σε ε.σ. α=0.05. Η κρίσιµη περιοχή του ελέγχου σύµφωνα µε τα παραπά-
νω θα είναι (n1,n2 >30) 

Κ:  Τ  < −Za   όπου  257.2−=T  

ενώ Ζα = Ζ0.01 = 2.33 και επειδή 33.2257.2 −>−=T  δεχόµαστε (ή καλύτερα, λέµε ότι δεν έχουµε αρκετά στοιχεία ώστε να 
απορρίψουµε) την Η0. 

Λύση Άσκ. 53. α) Ζητείται ο έλεγχος της µορφής Η0: p1=p2, H1:p1<p2 σε ε.σ. α=0.05. Η κρίσιµη περιοχή του ελέγχου σύµφω-
να µε τα παραπάνω θα είναι (n1,n2 >30) 

Κ:  Τ  < −Za   όπου  
( )21 /1/1)1( nnPP
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Αντικαθιστώντας θα έχουµε ότι 
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Ενώ Ζα = Ζ0.05 = 1.645 και επειδή 645.116.2 −<−=T  απορρίπτουµε την Η0. 

 
Λύση Άσκ. 54. Πρόκειται για δύο ανεξάρτητα δείγµατα Χ1,Χ2,...,Χn ~ Β(1,p1) και Υ1,Υ2,...,Υm ~ Β(1,p2) µε n=1000, m=150. 
Θέλουµε να πραγµατοποιήσουµε το έλεγχο H0: p1 = p2, H1: p1 > p2 έχοντας δειγµατικά ποσοστά 22.0,312.0 == YX διότι 
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Η κρίσιµη περιοχή του ελέγχου θα είναι (n, m >30) 

Κ:  Τ  > Za όπου  
( )mnPP
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−
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Αντικαθιστώντας θα έχουµε ότι 
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και    

( )
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1

=
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ενώ Ζα = Ζ0.01 = 2.33 και επειδή 33.2292.2 <=T  δεχόµαστε (ή καλύτερα, λέµε ότι δεν έχουµε αρκετά στοιχεία ώστε να 
απορρίψουµε) την Η0. 
 

 

 


