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6. Έλεγχοι Υποθέσεων 
 Σε αρκετές εφαρµογές παρουσιάζεται η ανάγκη λήψης αποφάσεων σχετικών µε την κατα-
νοµή ενός πληθυσµού. Πιο συγκεκριµένα, σε πολλές περιπτώσεις πρέπει, βάσει ενός τ.δ. Χ1, Χ2, 
..., Χn από έναν πληθυσµό µε κατανοµή F(x;θ), να αποφασίσουµε αν ευσταθεί ή όχι µία πληροφο-
ρία (υπόθεση) σχετική µε την κατανοµή F ή τις παραµέτρους θ.  

Παράδειγµα 6.1. Έστω ότι ένα εργοστάσιο παράγει κάποιες ηλεκτρονικές συσκευές (π.χ. µικροε-
πεξεργαστές). Κατά τακτά χρονικά διαστήµατα (π.χ. ανά ώρα) γίνεται έλεγχος της ποιότητας και 
των n συσκευών της ωριαίας παραγωγής. Κατά τον έλεγχο αυτό αποµακρύνονται όλες οι τυχόν 
ελαττωµατικές συσκευές. Η παραγωγική διαδικασία θεωρείται ότι βρίσκεται µέσα στις προδια-
γραφές της αν η πιθανότητα παραγωγής ελαττωµατικής συσκευής είναι ίση (ή το πολύ) 5%. Σε 
περίπτωση που αυξηθεί αυτή η πιθανότητα θεωρείται ότι υπάρχει κάποιο πρόβληµα, σταµατά η 
παραγωγή, και αναζητείται ο λόγος της ανωµαλίας.  

 Στο παράδειγµα αυτό θα πρέπει να κατασκευάσουµε έναν έλεγχο µε βάση τον οποίο θα 
κρίνουµε αν για την τελευταία ώρα ισχύει για την (άγνωστη) πιθανότητα p παραγωγής ελαττωµα-
τικής µονάδας η υπόθεση ότι 

p = 5% (ή ≤5%), οπότε συνεχίζεται η παραγωγή,  

      ή  p > 5%, όποτε διακόπτεται η παραγωγή.  

Είναι λογικό ο έλεγχος αυτός να βασίζεται στον αριθµό των ελαττωµατικών µονάδων που 
βρέθηκαν ανάµεσα στις n της ωριαίας παραγωγής. Αν θέσουµε Χi=1 ή 0 ανάλογα µε το αν η i-
µονάδα βρέθηκε ελαττωµατική ή όχι, i=1,2,...,n τότε το δειγµατικό ποσοστό X  αποτελεί κατά τα 
γνωστά µία εκτιµήτρια της πιθανότητας p παραγωγής ελαττωµατικής µονάδας. Σύµφωνα µε τα 
όσα γνωρίζουµε, αν το p είναι ίσο του 5% τότε αναµένουµε το δειγµατικό ποσοστό X  να παίρνει 
τιµές «κοντά» και «γύρω» από το 5%. Συνεπώς, δεδοµένου ότι p = 5%, είναι «απίθανο» να βρεθεί 
ένα X «σηµαντικά» µεγαλύτερο του 5% (π.χ. να βρεθεί X  > 10% ή γενικότερα X  > c).  

0

 X

 c0.05 0.1

  όταν p = 0.05  (n µεγάλο)  σ.π.π. της

 
Στην περίπτωση λοιπόν που συµβεί κάτι τέτοιο ( X  > c) είναι λογικό να θεωρήσουµε ότι το X  
βρέθηκε τόσο µεγάλο διότι στην πραγµατικότητα δεν ισχύει ότι p = 5% αλλά p > 5%. Άρα σε αυ-
τή την περίπτωση θα πρέπει να διακόψουµε την παραγωγή (απορρίπτουµε ότι p = 5%). Εποµένως, 
κατά κάποιον τρόπο κατασκευάσαµε έναν έλεγχο της υπόθεσης p = 5% έναντι της p > 5% σύµ-
φωνα µε τον οποίον: 

- αν X  > c   απορρίπτουµε ότι   p = 5% 

- αν X  ≤ c   δεχόµαστε ότι   p = 5%. 
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Το ερώτηµα που τίθεται τώρα είναι: ποια θα πρέπει να είναι αυτή η τιµή c για από την οποία, δε-
δοµένου ότι p = 5%, θεωρείται «απίθανο» να συµβεί X  > c; Είναι φανερό ότι όσο µεγαλύτερο 
είναι το c, τόσο πιο απίθανο γίνεται το ενδεχόµενο X  > c. Από την άλλη µεριά όµως, αν πάρουµε 
c υπερβολικά µεγάλο (π.χ. c = 20%) τότε εµφανίζεται ο κίνδυνος να ισχύει π.χ. ότι p = 10% > 5% 
και εµείς να βρούµε, πράγµα σχεδόν βέβαιο, ότι X  ≤  20% και εποµένως να δεχτούµε την αρχική 
υπόθεση ότι p = 5% ! Συνεπώς θα πρέπει να βρεθεί το βέλτιστο c κάτω από κάποιες συγκεκριµέ-
νες προϋποθέσεις. Ο καθορισµός αυτών των προϋποθέσεων καθώς και η εύρεση κατάλληλου ε-
λέγχου αποτελεί αντικείµενο της θεωρίας των στατιστικών ελέγχων υποθέσεων που θα περιγρά-
ψουµε στη συνέχεια. 
 

Το γενικό πρόβληµα - ορισµοί 

 Ας δούµε το παραπάνω πρόβληµα στη γενικότερή του µορφή. Έστω Χ1,Χ2,...,Χn ένα τ.δ. 
από έναν πληθυσµό µε κατανοµή F(x;θ) (στο παράδειγµα είχαµε Χ1,Χ2,...,Χn ~ B(1,p)). Επιθυµού-
µε να ελέγξουµε την υπόθεση  θ ∈ Θ0 έναντι της θ ∈ Θ1 όπου Θ0, Θ1 είναι υποσύνολα του παρα-
µετρικού χώρου Θ (σύνολο επιτρεπτών τιµών της παραµέτρου θ) ενώ φυσικά Θ0∩Θ1=∅ (τα Θ0, 
Θ1 είναι ξένα). Η βασική υπόθεση θ ∈ Θ0 θα καλείται µηδενική υπόθεση και θα συµβολίζεται µε 
Η0 ενώ η ενάντια θ ∈ Θ1 θα καλείται εναλλακτική υπόθεση και θα συµβολίζεται µε H1. Συνοπτικά 
θα έχουµε: 

H0: θ ∈ Θ0, µηδενική (ή βασική) υπόθεση, 
H1: θ ∈ Θ1, εναλλακτική υπόθεση. 

Στο παραπάνω παράδειγµα έχουµε τη µηδενική υπόθεση H0: p∈{0.05} µε εναλλακτική την H1: p
∈(0.05, 1].  Μία υπόθεση Ηi: θ ∈ Θi θα καλείται απλή ή σύνθετη ανάλογα µε το αν σύνολο Θi εί-
ναι µονοσύνολο (Θi ={θ0}) ή όχι. Για παράδειγµα η υπόθεση Η0: p=0.05 είναι απλή ενώ η H1: 
p>0.05 σύνθετη. Επίσης µία υπόθεση θα καλείται µονόπλευρη αν είναι της µορφής Hi:θ>θ0 ή 
Hi:θ<θ0 ενώ θα καλείται αµφίπλευρη αν είναι της µορφής Hi: θ<θ0 ή θ>θ1 (δηλ. θ∈(-∞,θ0)∪(θ1,∞
)). 

 Στη συνέχεια, βάσει του τ.δ. Χ1,Χ2,...,Χn, κατασκευάζουµε µία διαδικασία ελέγχου της πα-
ραπάνω υπόθεσης. Συγκεκριµένα, χωρίζουµε το δειγµατοληπτικό χώρο Ω (το σύνολο των δυνα-
τών τιµών του δείγµατος) σε δύο ξένα υποσύνολα Α και Κ (Α∪Κ=Ω) έτσι ώστε, 

    - αν (Χ1,Χ2,...,Χn)∈Κ, απορρίπτουµε την H0: θ ∈ Θ0 

    - αν (Χ1,Χ2,...,Χn)∈Α, δεχόµαστε την H0: θ ∈ Θ0 

(στο παραπάνω παράδειγµα, K={(x1,x2,...,xn)∈{0,1}n:  1
1n i

n
ix c∑ >= }, A={(x1,x2,...,xn)∈ {0,1}n:  

1
1n i

n
ix c∑ ≤= }, ή µε απλούστερη γραφή, K: X > c, A: X ≤ c). Η περιοχή Κ καλείται κρίσιµη περιοχή 

ή περιοχή απόρριψης της Η0 ενώ η περιοχή Α καλείται περιοχή αποδοχής της µηδενικής υπόθεσης 
Η0. 

 Παρατηρούµε ότι, ανάλογα µε την απόφαση που θα πάρουµε, είναι πιθανό να κάνουµε τα 
εξής λάθη: 

 - σφάλµα τύπου Ι:  απόρριψη της H0 ενώ ισχύει η H0 
 - σφάλµα τύπου ΙI:  αποδοχή της H0 ενώ ισχύει η H1 . 

Η πιθανότητα να κάνουµε σφάλµα τύπου Ι και ΙΙ είναι αντίστοιχα 

P(σφάλµα τύπου Ι) = P((Χ1,Χ2,...,Χn) ∈Κ / H0) 
P(σφάλµα τύπου ΙΙ) = P((Χ1,Χ2,...,Χn) ∈Α / H1). 

Η ποσότητα  



 

Boutsikas M.V. (2003), Σηµειώσεις Στατιστικής ΙΙΙ,  
Τµήµα Οικονοµικής Επιστήµης, Πανεπιστήµιο Πειραιώς. 81

π(θ) = 1− P(σφάλµα τύπου ΙΙ)  
θα καλείται ισχύς του ελέγχου και όπως θα δούµε εξαρτάται γενικά από την παράµετρο θ. Είναι 
φανερό ότι η ισχύς του ελέγχου ισούται µε την πιθανότητα ορθής απόρριψης της Η0. 

Αυτό που αποµένει τώρα να κάνουµε είναι να καθορίσουµε την περιοχή Κ (και από αυτήν 
και την περιοχή Α αφού Α = Ω − Κ). ∆ηλαδή θα πρέπει να καθορίσουµε πότε, βάσει ενός τ.δ., θα 
απορρίπτουµε την Η0 και πότε όχι. Παρατηρούµε ότι οι P(I) και P(II) εξαρτώνται από την εκλογή 
του K. Άρα, θα ήταν λογικό να αναζητήσουµε περιοχή Κ απόρριψης της Η0 η οποία να ελαχιστο-
ποιεί τις πιθανότητες των σφαλµάτων Ι και ΙΙ. ∆υστυχώς όµως διαπιστώνεται ότι στις περισσότε-
ρες περιπτώσεις µία εκλογή του Κ που µειώνει την P(I), παράλληλα οδηγεί στην αύξηση της 
P(II).  

Επειδή συνήθως µας ενδιαφέρει περισσότερο να µην απορρίψουµε λανθασµένα, ζητάµε η 
κρίσιµη περιοχή Κ να ληφθεί έτσι ώστε η P(I) να είναι µικρότερη από ένα προκαθορισµένο α (ε-
πίπεδο σηµαντικότητας) και παράλληλα η P(II) να είναι η ελάχιστη δυνατή (ή ισοδύναµα η ισχύς 
του ελέγχου να είναι η µεγαλύτερη δυνατή). ∆ηλαδή θα διαλέγουµε K έτσι ώστε: 

P(σφάλµα τύπου Ι) = P((Χ1,Χ2,...,Χn) ∈Κ / H0) ≤ α, 

P(σφάλµα τύπου ΙΙ) = P((Χ1,Χ2,...,Χn) ∉Κ / H1) : ελάχιστο δυνατό. 

Συνήθως επιλέγουµε α=0.05 ή α=0.01. Αλλά ας το δούµε όλα τα παραπάνω στην πράξη χρησιµο-
ποιώντας το αρχικό παράδειγµα. 
 

Παράδειγµα (συνέχεια παραδείγµατος 6.1) Στη περίπτωση που εξετάσαµε παραπάνω στο Παρά-
δειγµα 6.1. δίνονταν ένα τ.δ. Χ1,Χ2,...,Χn από την Β(1,p) και το ζητούµενο ήταν να πραγµατοποιη-
θεί ο έλεγχος των υποθέσεων 

H0: p = 0.05 

H1: p = p1 > 0.05, 
ώστε να ληφθεί µία απόφαση σχετικά µε το αν πρέπει να συνεχίσουµε ή να διακόψουµε την πα-
ραγωγή. Η περιοχή απόρριψης Κ της Η0 και η περιοχή αποδοχής Α της Η0 είναι 

K X X X cn: ( ,..., ):1 >  

A X X X cn: ( ,..., ):1 ≤  

Οι πιθανότητες των σφαλµάτων τύπου Ι και ΙΙ καθώς και η ισχύς του ελέγχου θα είναι αντίστοιχα 

P(Ι) = P(απόρριψη της H0 / Η0) = P( X > c / p=0.05) 

P(ΙΙ) = P(αποδοχή της H0 / Η1) = P( X ≤ c / p = p1 > 0.05) 

π(p1) = 1 − P( X ≤ c / p = p1 > 0.05) = P( X > c / p = p1 > 0.05). 

Για ευκολία ας υποθέσουµε ότι αναζητούµε την κρίσιµη περιοχή Κ του ελέγχου της υποθέσεως 
Η0: p=0.05 έναντι της Η1: p=0.1 (δηλ. έστω p1 = 0.1). Επειδή Χi ~ B(1,p) θα ισχύει (χρησιµοποιώ-
ντας και το Κ.Ο.Θ.) ότι, για µεγάλα n, 

P X c P
X p

p p n
c p

p p n
i( ) (

( )/ ( )/
)> =

−
−

>
−
−1 1

= −
−
−

1
1

Φ(
( )/

)
c p

p p n
 

Συνεπώς, 

P I P X c p
c

n
( ) ( / . ) (

.
. ( . )/

)= > = = −
−
−

0 05 1
0 05

0 05 1 0 05
Φ  
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P II P X c p
c

n
( ) ( / . ) (

.
. ( . )/

)= ≤ = =
−
−

01
01

01 1 01
Φ . 

Παρατηρούµε ότι για να µειωθεί η P(I) θα πρέπει να αυξήσουµε το c, δηλαδή να πάρουµε µικρό-
τερη περιοχή απόρριψης K: X ∈(c,∞) (η συνάρτηση Φ ως συνάρτηση κατανοµής είναι αύξουσα). 
Κάτι τέτοιο όµως δυστυχώς αυξάνει την P(II). Aν υποθέσουµε π.χ. ότι n = 200 θα έχουµε ότι για 
διάφορες τιµές του c οι P(I) και P(II) θα είναι 
    c P(I) P(II) 
    0.04 0.742 0.002 
    0.05 0.5 0.009 
    0.06 0.258 0.030 
    0.07 0.097 0.078 
    0.08 0.026 0.173 
    0.09 0.005 0.319 
    0.1 0.0006 0.5 
    0.11 0.00005 0.681 

Το δειγµατικό ποσοστό X  θα ακολουθεί προσεγγιστικά Ν(p, p(1−p)/n) οπότε υπό την Η0 
θα ισχύει X ~ Ν(0.05, 0.0154112) ενώ υπό την Η1 θα ισχύει X ~ Ν(0.10, 0.02121322). Αν δηλαδή 
η πιθανότητα παραγωγής ελαττωµατικής συσκευής είναι p = 0.05 τότε το δειγµατικό ποσοστό X  
που θα παίρνουµε ανά ώρα (από τις n=200 µονάδες που παρήχθησαν) θα κατανέµεται σύµφωνα 
µε την Ν(0.05, 0.0154112), ενώ αν η πιθανότητα παραγωγής ελαττωµατικής συσκευής είναι p = 
0.1 τότε το δειγµατικό ποσοστό X  θα κατανέµεται σύµφωνα µε την Ν(0.1, 0.02121322). Στο επό-
µενο σχήµα βλέπουµε τις κατανοµές της στατιστικής συνάρτησης X  κάτω από τις δύο υποθέσεις 
Η0 και Η1. Αν Κ: X  > c τότε η P(I) είναι ίση µε το εµβαδόν της γραµµοσκιασµένης µε κάθετες 
γραµµές περιοχής, ενώ η P(II) είναι ίση µε το εµβαδόν της γραµµοσκιασµένης µε οριζόντιες 
γραµµές περιοχής. 

0

 P(I) P(II)

 X H| 0

 X H| 1
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Επαληθεύεται εύκολα και από το σχήµα ότι αν πάρουµε µεγαλύτερο c τότε ναι µεν µειώ-

νεται η πιθανότητα να απορρίψουµε την Η0 λανθασµένα αλλά παράλληλα αυξάνεται η πιθανότη-
τα να δεχτούµε την Η0 λανθασµένα.  

Όπως έχουµε αναφέρει και παραπάνω, µας ενδιαφέρει περισσότερο να µην απορρίψουµε 
κατά λάθος και συνεπώς ζητάµε η κρίσιµη περιοχή Κ να ληφθεί έτσι ώστε: 

P(σφάλµα τύπου Ι) = P((Χ1,Χ2,...,Χn) ∈Κ / H0) ≤ α, 

P(σφάλµα τύπου ΙΙ) = P((Χ1,Χ2,...,Χn) ∉Κ / H1) : ελάχιστο δυνατό, 

όπου α είναι το προκαθορισµένο επίπεδο σηµαντικότητας. Εποµένως στη συγκεκριµένη περίπτω-
ση, αναζητούµε K έτσι ώστε,  
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Φ : ελάχιστο δυνατό. 

Λύνοντας την πρώτη ανίσωση ως προς c (για να καθορίσουµε την K: X c> ) θα έχουµε ότι 

 Φ Φ-1(
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και επειδή η P(II) µικραίνει όσο το c µικραίνει θα πάρουµε το µικρότερο επιτρεπτό c από την πα-
ραπάνω ανίσωση (ώστε να έχουµε P(II): ελάχιστο δυνατό), δηλαδή 

c
n

Za= +
−

0 05
0 05 1 0 05

.
. ( . )

. 

Αν π.χ. n = 200 και θέσουµε επίπεδο σηµαντικότητας α = 1% τότε βρίσκουµε ότι 

c = +
−

=0 05
0 05 1 0 05

200
2 33 0 0859.

. ( . )
. . . 

Άρα τελικά ο έλεγχος ποιότητας θα γίνεται ως εξής: κάθε µία ώρα υπολογίσουµε το ποσοστό X  
των ελαττωµατικών µονάδων ανάµεσα στις n = 200 παραγόµενες και αν 

- X > 8.59% τότε απορρίπτουµε ότι Η0: p=0.05 και διακόπτουµε την παραγωγή, 

- X ≤ 8.59% τότε δεχόµαστε ότι Η0: p=0.05 και η παραγωγή συνεχίζεται κανονικά. 

Αναµένεται σύµφωνα µε τα παραπάνω ότι στο 1% (=α) των ελέγχων θα έχουµε διακόψει άσκοπα 
την παραγωγή ( P(λανθασµένης απόρριψης της Η0) = P(I) = a). Επίσης η πιθανότητα σφάλµατος 
τύπου ΙΙ για K: X >859. %  θα είναι 

P II( ) (
. .

. ( . )/
) ( . ) ( . ) . . %=

−
−

= − = − = − =Φ Φ Φ
0 0859 01

01 1 01 200
0 66 1 0 66 1 0 7454 2546 , 

οπότε αναµένεται ότι στο 25.46% των ελέγχων θα έχουµε συνεχίσει την παραγωγή ενώ έχει αυ-
ξηθεί η πιθανότητα παραγωγής ελαττωµατικών ( P(λανθασµένης αποδοχής της Η0)=P(IΙ)). Σε αυ-
τό το παράδειγµα διαπιστώνουµε ότι η διοίκηση του εργοστασίου ενδιαφέρεται πολύ περισσότερο 
να αποφύγει µία άσκοπη διακοπή της παραγωγής µε κίνδυνο να ανακαλύψει καθυστερηµένα κά-
ποιο πρόβληµα στην παραγωγή, παρά να ανακαλύπτει αµέσως οποιοδήποτε πρόβληµα µε κίνδυνο 
όµως να σταµατά πολύ συχνά άσκοπα την παραγωγή.  

Αν τέλος π.χ. είχαµε θέσει α=0.05 τότε βρίσκουµε όµοια ότι 

c = +
−

=0 05
0 05 1 0 05

200
1645 0 0753.

. ( . )
. .  

και άρα θα απορρίπτουµε όταν %53.7>X . Σε αυτή την περίπτωση, P(Ι) = α = 5% και 

P II( ) (
. .

. ( . )/
) ( . ) ( . ) . . %=

−
−

= − = − = − =Φ Φ Φ
0 0753 01

01 1 01 200
1162 1 1162 1 08770 12 3 . 

 

Συνοψίζοντας λοιπόν, θα έχουµε τα εξής. Έστω Χ1,Χ2,...,Χn ένα τ.δ. από έναν πληθυσµό µε 
κατανοµή F(x;θ). Επιθυµούµε να ελέγξουµε την υπόθεση  

H0: θ ∈ Θ0 
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H1: θ ∈ Θ1. 
Χωρίζοντας το δειγµατοληπτικό χώρο Ω σε δύο ξένα υποσύνολα Κ και Α = Ω − Κ, αποφασίζουµε 
ότι, 

  - αν (Χ1,Χ2,...,Χn)∈Κ (π.χ. αν T(X1,X2,...,Xn) > c) , απορρίπτουµε την H0: θ ∈ Θ0 

  - αν (Χ1,Χ2,...,Χn)∈Α (∉Κ), δεχόµαστε την H0: θ ∈ Θ0 , 

όπου το Κ λαµβάνεται έτσι ώστε  

P(σφάλµα τύπου Ι) = P((Χ1,Χ2,...,Χn) ∈Κ / H0) ≤ α, 

P(σφάλµα τύπου ΙΙ) = P((Χ1,Χ2,...,Χn) ∉Κ / H1) : ελάχιστο δυνατό. 

Στον παρακάτω πίνακα δίνονται τα δυνατά αποτελέσµατα του ελέγχου µιας υποθέσεως: 

Απόφαση 

Φυσική κατάσταση 

Αποδοχή της Η0 Απόρριψη της Η0 

Η0 ορθή ορθή απόφαση,  

P(H0|H0)=1−a 

Σφάλµα τύπου Ι,  

P(H1|H0)=a 

Η0 όχι ορθή Σφάλµα τύπου ΙI,  

P(H0|H1)=β 

ορθή απόφαση,  

P(H1|H1) = 1−β = π(θ) ισχύς 
 

Τέλος, αξίζει να παρατηρήσουµε ότι, µε βάση την παραπάνω διαδικασία, αυτό που µας 
ενδιαφέρει περισσότερο είναι να διατηρηθεί µικρή η P(I) και για αυτό απαιτούµε P(I) ≤ a (µικρή 
πιθανότητα εσφαλµένης απόρριψης της Η0). H P(II) µπορεί να είναι και αυτή µικρή, µπορεί όµως 
να είναι και αρκετά µεγάλη, ανάλογα την περίπτωση. Για το λόγο αυτό αν (Χ1,Χ2,...,Χn)∈Κ τότε 
λέµε ότι «απορρίπτουµε την Η0» µε πιθανότητα να κάνουµε λάθος µικρότερη του α, ενώ αν 
(Χ1,Χ2,...,Χn)∈Α, τότε συνήθως λέµε ότι «δεν έχουµε αρκετά στοιχεία ώστε να απορρίψουµε 
την Η0». Αποφεύγουµε δηλαδή να πούµε ότι «δεχόµαστε την Η0» διότι η πιθανότητα να έχουµε 
κάνει λάθος (P(II)) µπορεί να είναι και µεγάλη.  
 

H p-τιµή ή p-value ενός ελέγχου µε βάση ένα τ.δ. 

Μία άλλη ποσότητα που συνήθως χρησιµοποιείται στην πράξη είναι το p-value (ή p-τιµή 
ή κρίσιµη τιµή). Για παράδειγµα, οι έλεγχοι στα στατιστικά πακέτα επεξεργασίας δεδοµένων που 
βασίζονται σε Η/Υ γίνονται σχεδόν πάντα µε τη βοήθεια του p-value. Η τιµή του p-value εξαρτά-
ται κάθε φορά από το τυχαίο δείγµα που παίρνουµε.  

Έστω λοιπόν τ.δ. Χ1,Χ2,...,Χn από µία κατανοµή F(x;θ) και έστω ότι ενδιαφερόµαστε για 
τον έλεγχο της υπόθεσης Η0: θ∈Θ0 έναντι της Η1: θ∈Θ1. Η περιοχή απόρριψης του ελέγχου θα 
είναι γενικά της µορφής 

K T X X cn: ( ,..., )1 >  

όπου T(X1,...,Xn) είναι µία στατιστική συνάρτηση του δείγµατος Χ1,....,Χn. Αν κατά την πραγµατο-
ποίηση του πειράµατος ελήφθη το δείγµα µε τιµές x1, x2,...,xn τότε το p-value του συγκεκριµένου 
δείγµατος ορίζεται ως η πιθανότητα 

p value P T X X X T x x x Hn n− = >( ( , ,..., ) ( , ,..., ) / )1 2 1 2 0 . 

Π.χ., αν στο παραπάνω παράδειγµα την τελευταία ώρα ελέχθησαν όλες οι συσκευές και βρέθηκε 
ποσοστό ελαττωµατικών X = x = 7% τότε, επειδή στη συγκεκριµένη περίπτωση Κ: X c> , θα 
είναι 
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( )p value P X x H P X p P
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      ≈ −
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Φ
. .

. . /
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Άρα το p-value του συγκεκριµένου ελέγχου για δείγµα που έδωσε X = 7% είναι 9.85%. Η σπου-
δαιότητα της τιµής του p-value γίνεται φανερή από την εξής παρατήρηση: αν επιλέξουµε επίπεδο 
σηµαντικότητας α > p-value τότε θα ζητάµε κρίσιµη περιοχή K X c: >  τέτοια ώστε 

P X c H a p value P X H( ( , ]/ ) ( ( . , ]/ )∈ = > − = ∈1 0 07 10 0  

και συνεπώς για το c που θα επιλέγαµε θα ίσχυε ότι (c,1] ⊇ (0.07,1], δηλαδή 0.07 > c. Άρα, αν 
επιλέγαµε α > p-value τότε, µε βάση το συγκεκριµένο δείγµα που έδωσε ποσοστό ελαττωµατικών 
0.07, θα βρίσκαµε ότι X c= >0 07.  και άρα θα απορρίπταµε την Η0. Από την άλλη µεριά, αν επι-
λέγαµε α < p-value τότε όµοια βρίσκουµε ότι θα πρέπει 0.07 < c και άρα, µε βάση το παραπάνω 
τ.δ. θα ήταν X c= <0 07.  και θα δεχόµασταν την H0. Η παρατήρηση αυτή είναι εύκολο να δειχθεί 
ότι ισχύει για οποιοδήποτε έλεγχο και εποµένως γενικότερα αν, µε βάση ένα τ.δ., 

 • το p-value είναι µεγαλύτερο του α τότε δεχόµαστε την Η0  

• το p-value είναι µικρότερο του α τότε απορρίπτουµε την Η0 

       0          α          1 
p-value: ← απόρριψη της Η0 αποδοχή της Η0 → 

 

Π.χ. στο παραπάνω παράδειγµα ( X = 7%) βρήκαµε p-value ίσο µε 9.85%. Εποµένως, αν επιλέ-
ξουµε να κάνουµε έλεγχο σε επίπεδο σηµαντικότητας α = 5%, τότε επειδή p-value = 9.85% > 5% 
= α  θα δεχτούµε την Η0: p=0.05. Αντίθετα, αν επιλέξουµε α = 10% τότε επειδή  9.85% < 10% = α  
θα απορρίψουµε την Η0: p=0.05.  

(Αν π.χ. την επόµενη ώρα παίρναµε ποσοστό ελαττωµατικών X = 9% τότε το αντίστοιχο p-value 
θα ήταν 

( )p value P X p− = > =0 09 0 05. / . ≈ −
−
⋅





1

0 09 0 05
0 05 0 95 200

Φ
. .

. . /
( )= − = − =1 2 59 1 0 9952 0 004Φ . . .  

και αν a=0.05% θα απορρίπταµε (α=5% > 0.4%) την Η0: p=0.5. Παρατηρούµε ότι σε αυτή την 
περίπτωση θα απορρίπταµε την Η0 ακόµη και αν επιλέγαµε α=1%) 

Είναι ενδιαφέρον να παρατηρήσουµε ότι το p-value ενός τυχαίου δείγµατος µπορεί να θε-
ωρηθεί ίσο µε την πιθανότητα να εµφανιστεί ένα τόσο ή ακόµη και πιο «ακραίο» δείγµα από αυτό 
που εµφανίστηκε, δεδοµένου ότι ισχύει η Η0. Πράγµατι, στο παραπάνω παράδειγµα το δειγµατικό 
ποσοστό βρέθηκε ίσο µε 0.07 και η πιθανότητα να εµφανιστεί ένα ακόµη και πιο «ακραίο» δείγµα 
είναι η πιθανότητα να βρεθεί 07.0>X  δεδοµένου ότι ισχύει η Η0 δηλαδή 

( )p value P X p− = > =0 07 0 05. / . . 

Εποµένως, αν το p-value ενός τ.δ. Χ1, Χ2, ..., Χn, βρεθεί πολύ κοντά στο 0, τότε µπορούµε να πού-
µε ότι η πιθανότητα να εµφανιστεί αυτό το δείγµα (υπό την Η0) είναι µικρή. Με άλλα λόγια είναι 
«απίθανο», δεδοµένης της Η0, να εµφανιστεί αυτό το τόσο «ακραίο» δείγµα, και όπως είναι φυσι-
κό φτάνουµε στο συµπέρασµα ότι µάλλον δεν πρέπει να ισχύει η Η0. Άρα όταν το p-value είναι 
«µικρό», απορρίπτουµε την Η0. Το πόσο «µικρό» πρέπει να είναι εξαρτάται όπως είδαµε παραπά-
νω από το επίπεδο σηµαντικότητας α που επιθυµούµε να έχουµε. Η λέξη ακραίο µπαίνει σε εισα-
γωγικά διότι αν το p-value βρεθεί σχετικά µεγάλο τότε το δείγµα δεν είναι καθόλου ακραίο, αντί-
θετα µπορεί να πει κανείς ότι ήταν αναµενόµενο υπό την Η0 (και άρα δεν απορρίπτουµε την Η0). 
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 Συνήθως στα στατιστικά πακέτα επεξεργασίας δεδοµένων µε Η/Υ (π.χ. SPSS, Statgraph-
ics, Statistica, S-Plus κ.α.) µε την εισαγωγή των τιµών του δείγµατος Χ1,Χ2,...,Χn και την εκλογή 
του ελέγχου (π.χ. H0: p=0.05 έναντι της Η1: p=0.10) το πακέτο εµφανίζει αµέσως το p-value του 
δείγµατος οπότε άµεσα εµείς µπορούµε (µε βάση το προαποφασισµένο α) να κρίνουµε αν θα α-
πορρίψουµε ή θα δεχτούµε την Η0. 

 

Λήµµα Neyman - Pearson, κριτήριο γενικευµένου λόγου πιθανοφανειών 

Παρατηρούµε ότι αν και στο Παράδειγµα 6.1 που εξετάσαµε παραπάνω καταφέραµε να 
βρούµε κατάλληλο K για τον έλεγχο H0:p=0.05 έναντι H1:p=0.1, σε επίπεδο σηµαντικότητας α (K: 
X c>  = + ⋅0 05 0 05 0 95. . . /nZa ), δεν έχουµε ακόµη περιγράψει µία γενική µέθοδο εύρεσης της κρί-
σιµης περιοχής Κ. Έστω δηλαδή ότι γενικά έχουµε ένα τ.δ. Χ1,Χ2,...,Χn ~ F(x;θ) και επιθυµούµε να 
ελέγξουµε την υπόθεση Η0: θ∈Θ0 έναντι της Η1: θ∈Θ1. Ποια θα είναι η κρίσιµη περιοχή Κ του 
ελέγχου ώστε 

P(σφάλµα τύπου Ι) = P((Χ1,Χ2,...,Χn) ∈Κ / H0) ≤ α, και 

P(σφάλµα τύπου ΙΙ) = P((Χ1,Χ2,...,Χn) ∉Κ / H1) : ελάχιστο δυνατό; 

Μία απάντηση σε αυτό το ερώτηµα, όταν Η0, Η1 είναι απλές υποθέσεις, έρχεται να δώσει το γνω-
στό Λήµµα Neyman - Pearson. Αν λοιπόν Χ1,Χ2,...,Χn ένα τ.δ. από κατανοµή µε σ.κ. F(x;θ) και 
σ.π. ή σ.π.π. f (x;θ), τότε ισχύει το επόµενο αποτέλεσµα. 

Θεώρηµα 6.1 (Λήµµα Neyman - Pearson) Έστω ότι θέλουµε να ελέγξουµε την υπόθεση 

Η0: θ=θ0  έναντι της   Η1: θ=θ1 

σε επίπεδο σηµαντικότητας α. Ο έλεγχος που ορίζεται από την κρίσιµη περιοχή 

K
L
L

f X
f X

ci
n

i

i
n

i
:

( )
( )

( )
( )

λ( )=
θ
θ

;θ
;θ

X 0

1

1 0

1 1
=
∏
∏

<=

=

, 

όπου c σταθερά τέτοια ώστε P(I)=a, παρουσιάζει τη µεγαλύτερη ισχύ ανάµεσα σε όλους τους ελέγ-
χους µε επίπεδο σηµαντικότητας a. 

 Το πηλίκο που εµφανίζεται στο παραπάνω θεώρηµα 
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καλείται λόγος πιθανοφανειών του δείγµατος. 

Εποµένως, σύµφωνα µε το λήµµα N - P για να βρούµε την κρίσιµη περιοχή Κ που δίνει 
τον καλύτερο δυνατό έλεγχο (εξασφαλίζει ότι P(Ι) ≤ α, ενώ έχει τη µικρότερη P(ΙΙ) ανάµεσα 
στους όλους τους ελέγχους µε επίπεδο σηµαντικότητας α) αρκεί να ορίσουµε την περιοχή  

K
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  ώστε   P(Ι) = P(Χ∈Κ / H0) = α. 

 Παρατηρούµε ότι το παραπάνω θεώρηµα εφαρµόζεται µόνο στην περίπτωση που έχουµε 
έλεγχο απλής έναντι απλούς υποθέσεως. Στη γενικότερη περίπτωση µπορεί να χρησιµοποιηθεί το 
λεγόµενο κριτήριο του γενικευµένου λόγου πιθανοφανειών που θα παρουσιάσουµε στη συνέχεια. 
Από το κριτήριο αυτό δεν προκύπτει απαραίτητα «βέλτιστος» έλεγχος (δηλαδή µε τη µεγαλύτερη 
ισχύ από όλους τους ελέγχους σε επίπεδο σηµαντικότητας a). Κάτι τέτοιο εξάλλου δεν θα ήταν 
δυνατό αφού αποδεικνύεται ότι υπάρχουν περιπτώσεις (π.χ. έλεγχοι αµφίπλευρων υποθέσεων) 
όπου δεν µπορεί να υπάρξει τέτοιος έλεγχος. Παρόλα αυτά το κριτήριο του γενικευµένου λόγου 
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πιθανοφανειών είναι ένα εύχρηστο εργαλείο που στις περισσότερες περιπτώσεις δίνει αρκετά ικα-
νοποιητικά αποτελέσµατα.  

Συγκεκριµένα, αν Χ1,Χ2,...,Χn είναι ένα τ.δ. από κατανοµή µε σ.κ. F(x;θ) και σ.π. ή σ.π.π. f 
(x;θ), και θέλουµε να ελέγξουµε την υπόθεση Η0: θ∈Θ0 έναντι της Η1: θ∈Θ1 τότε επιλέγουµε ως 
κρίσιµη περιοχή του ελέγχου την 
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όπου c σταθερά τέτοια ώστε P(I)=a. Όπως γίνεται φανερό και από την ονοµασία του, το κριτήριο 
γενικευµένου λόγου πιθανοφανειών µπορεί να θεωρηθεί ότι αποτελεί γενίκευση του λόγου πιθα-
νοφανειών που χρησιµοποιείται στο παραπάνω Λήµµα N-P. Είναι προφανές ότι το συγκεκριµένο 
κριτήριο θα χρησιµοποιείται µόνο σε περιπτώσεις όπου δεν µπορούµε να αξιοποιήσουµε το Λήµ-
µα Ν-P.   

Ας δούµε όµως πως µπορούµε να εφαρµόσουµε τους παραπάνω κανόνες σε ορισµένες εν-
διαφέρουσες περιπτώσεις. 
 

α. Έλεγχος υποθέσεων για το µέσο κανονικής κατανοµής όταν το σ2 είναι γνωστό. 

Έστω Χ1,Χ2,...,Χn ένα τ.δ. από την N(µ,σ2) µε σ2 γνωστό. Επιθυµούµε αρχικά να ελέγξουµε την 
υπόθεση  

Η0: µ = µ0 έναντι της Η1: µ = µ1 όταν µ1>µ0 . 

∆ιαπιστώνουµε ότι πρόκειται για τον έλεγχο απλής υποθέσεως έναντι απλής οπότε µπορούµε να 
εφαρµόσουµε το Λήµµα N - P. Θα έχουµε ότι θ0=µ0 και θ1=µ1 και άρα 
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Παρατηρούµε στη συνέχεια ότι  
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και συνεπώς, επειδή µ1−µ0 > 0, συµπεραίνουµε ότι η ανισότητα λ(Χ) < c είναι ισοδύναµη µε την 
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Άρα η κρίσιµη περιοχή του ελέγχου (περιοχή απόρριψης) θα έχει τη µορφή 
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για κάποιο c0 το οποίο θα καθορίζεται από την P(Ι) = P(Χ∈Κ / H0) = α. Εποµένως, το c0 θα πρέ-
πει να είναι τέτοιο ώστε 
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και επειδή, κάτω από την Η0, η τ.µ.  

Z
X n
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0
2

~ ( , )  

(∑ =i
n

iX N n n1 ~ ( )µ , σ0
2 ) συµπεραίνουµε τελικά ότι  
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2 0
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Άρα, σύµφωνα µε το Λήµµα N-P,  ο καλύτερος έλεγχος σε επίπεδο σηµαντικότητας α για την υ-
πόθεση Η0: µ=µ0 έναντι της Η1: µ=µ1, µ1>µ0, θα έχει περιοχή απόρριψης: 

X
n

Za>µ +
σ

0

2

 ή ισοδύναµα   Κ: 
X

n
Za

−
>

µ
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0 . 

Σχηµατικά, η περιοχή απόρριψης θα είναι: 

 X H| 1 X H| 0

 P(II)

 P(I) = a

 c0  µ1 µ00

 περιοχή αποδοχής της Η0  περιοχή απόρριψης της Η0  
Η πιθανότητα σφάλµατος τύπου Ι αυτού του ελέγχου θα είναι φυσικά ίση µε α ενώ η πιθανότητα 
σφάλµατος τύπου ΙΙ θα είναι ίση µε 
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και επειδή κάτω από την Η1, ισχύει ότι  

′ =
−

Z
X

n
N

µ
σ

1
2 /

~ ( , )0 1 , 

προκύπτει ότι 
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n

Za( ) (
/

)=
−

Φ
µ µ
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+0 1
2

. 

Επίσης, η ισχύς του ελέγχου θα είναι  
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 Παρατηρούµε ότι η κρίσιµη περιοχή Κ δεν εξαρτάται από την τιµή µ1 και εποµένως η ίδια 
κρίσιµη περιοχή µπορεί να χρησιµοποιηθεί και για τον έλεγχο της υπόθεσης H0: µ = µ0 έναντι της 
Η1: µ > µ0 (απλή έναντι µονόπλευρης) οδηγώντας και πάλι σε βέλτιστο έλεγχο. Η τιµή της µ1 ω-
στόσο επηρεάζει την P(ΙΙ) καθώς και την ισχύ του ελέγχου. Όταν η µ1 αυξάνεται τότε η P(II) 
µειώνεται και η ισχύς π(µ1) του ελέγχου αυξάνεται. Αυτό µπορεί εύκολα να γίνει αντιληπτό και 
από το παραπάνω σχήµα. Αποδεικνύεται επίσης ότι η ίδια κρίσιµη περιοχή Κ οδηγεί σε βέλτιστο 
έλεγχο της υπόθεσης H0: µ ≤ µ0 έναντι της Η1: µ > µ0 (µονόπλευρη έναντι µονόπλευρης). 

 Αντίστοιχα µε τα ζεύγη των υποθέσεων  

H0:µ=µ0, Η1:µ=µ1, µ1>µ0     ή     H0:µ=µ0, Η1:µ>µ0,    ή     H0:µ≤µ0, Η1:µ>µ0  

µπορούµε να αντιµετωπίσουµε και τα ζεύγη 

H0:µ=µ0, Η1:µ=µ1, µ1<µ0    ή     H0:µ=µ0, Η1:µ<µ0     ή     H0:µ≥µ0, Η1:µ<µ0.  

Σε αυτές τις περιπτώσεις, αν εργαστούµε όµοια µε παραπάνω καταλήγουµε στην κρίσιµη περιοχή  

Κ: 
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n
Za

−
< −

µ
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η οποία ορίζει έναν βέλτιστο έλεγχο (µε τη µεγαλύτερη δυνατή ισχύ) σε επίπεδο σηµαντικότητας 
α.  

Τέλος, θα εξετάσουµε την περίπτωση Η0: µ=µ0, Η1: µ≠µ0, (απλή έναντι αµφίπλευρης υπό-
θεσης). Σε αυτή την περίπτωση δεν µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το λήµµα Ν-P διότι δεν έ-
χουµε απλή έναντι απλής υπόθεσης. Θα χρησιµοποιήσουµε το κριτήριο του γενικευµένου λόγου 
πιθανοφανειών. Σύµφωνα µε αυτό, η κρίσιµη περιοχή θα έχει τη µορφή 
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και επειδή η συνάρτηση πιθανοφάνειας L(µ)=∏ =i
n

if X1 ( );µ  έχει µέγιστο για µ ίσο µε την εκτιµή-
τρια µέγιστης πιθανοφάνειας θα έχουµε ότι 
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Τελικά µετά από σχετικές πράξεις προκύπτει ότι 

K X c: − >µ0 0  

Επειδή θα πρέπει P(I)=a τελικά βρίσκουµε ότι η περιοχή απόρριψης της Η0: µ=µ0 έναντι της  Η1: 
µ≠µ0, θα είναι η 

K X
n

Za: /− >µ
σ
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n
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−
>

µ
σ/

0
2 . 

Αξίζει εδώ να παρατηρήσουµε ότι ο παραπάνω αµφίπλευρος έλεγχος σε επίπεδο σηµαντικότητας 
α είναι ισοδύναµος µε τον έλεγχο µέσω ενός διαστήµατος εµπιστοσύνης συντελεστού 1−α. Πράγ-
µατι, στο προηγούµενο κεφάλαιο είδαµε ότι ένα δ.ε. για το µ συντελεστού 1−α είναι το 
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[ , ]/ /X
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Z X
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Za a− +
σ σ

2 2  

και απορρίπταµε ότι µ=µ0 µε «συντελεστή εµπιστοσύνης» 1−α αν το µ0 δεν περιέχονταν στο δ.ε. 
∆ηλαδή αν 
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n

Za+ /2  ή  µ <
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n
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που, σύµφωνα µε τα παραπάνω, συµπίπτει µε την περιοχή απόρριψης Κ του ελέγχου της υπόθε-
σης Η0: µ=µ0 έναντι της  Η1: µ≠µ0 σε επίπεδο σηµαντικότητας α. Η παρατήρηση αυτή ισχύει γενι-
κότερα και έτσι µπορούµε να πούµε ότι ο έλεγχος της υπόθεσης θ=θ0 µέσω ενός δ.ε. για το θ συ-
ντελεστού 1−α (αν θ0∉δ.ε. απορρίπτουµε ότι θ=θ0) είναι ισοδύναµος µε τον αµφίπλευρο έλεγχο 
Η0: θ = θ0, H1: θ ≠ θ0 σε επίπεδο σηµαντικότητας α. 

  

Άσκηση 6.1. Γνωρίζουµε ότι το µήνα Ιανουάριο η µέση τιµή πώλησης ενός προϊόντος σε µία πε-
ριοχή είναι 1000δρχ. Η µέση τιµή πώλησης του ίδιου προϊόντος σε ένα τ.δ. n=10 καταστηµάτων 
το µήνα Φεβρουάριο βρέθηκε ίση µε 1030 δρχ. Μπορούµε σε επίπεδο σηµαντικότητας 5% να 
πούµε ότι η µέση τιµή πώλησης αυξήθηκε κατά το µήνα Φεβρουάριο; (γνωρίζουµε ότι η τιµή του 
προϊόντος ακολουθεί Ν(µ, σ=50δρχ)). Να βρεθεί το p-value του δείγµατος και η συνάρτηση ισχύ-
ος. Αν τελικά ίσχυε ότι µ=1040 µε τι πιθανότητα θα παίρναµε σωστή απόφαση; 

Λύση. Στη συγκεκριµένη περίπτωση έχουµε στην ουσία ένα τ.δ. Χ1,Χ2,...,Χn, n=10 από την Ν(µ, 
σ2=502) και ζητείται ο έλεγχος της υπόθεσης  

H0: µ=µ0(=1000) έναντι της Η0: µ>µ0(=1000) 

σε επίπεδο σηµαντικότητας α. Σύµφωνα µε τα παραπάνω, γνωρίζουµε ότι η κρίσιµη περιοχή (πε-
ριοχή απόρριψης της Η0) ενός τέτοιου ελέγχου είναι η 
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Αντικαθιστώντας θα έχουµε ότι, 
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και επειδή X = >1030 1026  απορρίπτουµε την Η0: µ=µ0=1000δρχ έναντι της Η1: µ>1000δρχ. Το p-
value του ελέγχου θα είναι 
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Επειδή το p-value=2.9% είναι µικρότερο του δοθέντος επίπεδου σηµαντικότητας 5%, θα πρέπει 
να απορρίψουµε την Η0 (όπως έχουµε ήδη κάνει παραπάνω). Παρατηρούµε ότι ακόµη και αν πά-
ρουµε a=3% εξακολουθούµε να απορρίπτουµε την H0. Όπως έχουµε αναφέρει παραπάνω, µπο-
ρούµε να δούµε το p-value ως την πιθανότητα να εµφανιστεί ένα τόσο ακραίο δείγµα ενώ ισχύει η 
Η0. Εποµένως µόνο στο 2.9% των περιπτώσεων που ισχύει η Η0 θα µπορούσαµε να πάρουµε ένα 
τόσο µεγάλο (σε σχέση µε το µ=1000) δειγµατικό µέσο. Άρα, φυσιολογικά απορρίψαµε ότι ισχύει 
η Η0 (δηλαδή ότι µ=1000) µε πιθανότητα να κάνουµε λάθος µικρότερο του 3%.  
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 Επίσης, η ισχύς του ελέγχου θα είναι 
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Τέλος, αν ίσχυε η Η1 µε µ=1040 τότε 
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η οποία είναι στην ουσία η πιθανότητα ορθής απόρριψης της Η0 (πιθανότητα σωστής απόφασης) 
αν ίσχυε ότι µ=1040. 

 

Άσκηση 6.2. Έστω τ.δ. Χ1,...,Xn ~ Ν(µ,σ2) µε σ2 γνωστό. Ποιο θα πρέπει να είναι το µέγεθος του 
δείγµατος n ώστε για τον έλεγχο της υπόθεσης  

Η0: µ=µ0,  Η1: µ=µ1, µ1<µ0 

οι πιθανότητες σφάλµατος τύπου Ι και ΙΙ να είναι αντίστοιχα α και β. (α=0.05, β=0.1, µ0=600, 
µ1=560, σ2=6400). Ποια θα είναι τότε η κρίσιµη περιοχή; 

Λύση. Για τον έλεγχο της συγκεκριµένης υπόθεσης θα έχουµε από τα παραπάνω την κρίσιµη πε-
ριοχή (περιοχή απόρριψης) 
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για την οποία ως γνωστό ισχύει ότι P(I)=a. Θα πρέπει και P(II)=β. ∆ηλαδή 
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Για α=0.05, β=0.1, µ0=600, µ1=560, σ2=6400 βρίσκουµε ότι 

n=
+

≈6400
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2
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( . . )

. 

Η κρίσιµη περιοχή θα είναι η  
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n

Za< − = − =µ
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Άσκηση 6.3. Από κανονικό πληθυσµό Ν(µ,σ2=900) λαµβάνεται τυχαίο δείγµα µεγέθους n=9, 
προκειµένου να ελεγχθεί η υπόθεση Η0: µ=100 έναντι της H1: µ≠100 σε επίπεδο σηµαντικότητας 
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α=0.05. i) Να προσδιοριστεί η περιοχή απόρριψης. ii) Να υπολογιστεί η πιθανότητα σφάλµατος 
τύπου ΙΙ αν ισχύει ότι µ=105. 

Λύση. Η περιοχή απόρριψης σύµφωνα µε τα παραπάνω θα είναι 
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δηλαδή 
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0 2   ή   X
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και άρα η περιοχή απόρριψης θα είναι η (µ0=100, Ζ0.025=1.96, n=9, σ=30) 

K X: .>119 6   ή  X <80 4.  

Η πιθανότητα σφάλµατος τύπου ΙΙ θα είναι 

     P(II) = P(αποδοχή της Η0 / ισχύει η Η1) = P X( . . / )80 4 119 6≤ ≤ µ=105       

=
−

≤
−

≤
−

=
−

−
−

P
n

X
n n

(
.
/ /

.
/

/ ) (
.
/

)
.

/
)

80 4 105 105 119 6 105 119 6 105
30 9

80 4 105
30 9σ σ σ

µ=105 Φ Φ(  

= − − = − + = + − =Φ Φ( 2.46 Φ Φ(2.46( . ) ) ( . ) ) . . .146 146 1 0 9279 0 9931 1 0 921. 

 

 β. Έλεγχος υποθέσεων για το µέσο κανονικής κατανοµής όταν το σ2 είναι άγνωστο. 

Σε αυτή την περίπτωση δεν µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το λήµµα Ν-P για τον έλεγχο 
π.χ. της υπόθεσης Η0: µ=µ0, Η1: µ=µ1, µ1>µ0. Αυτό συµβαίνει διότι το σ2 είναι άγνωστο και επο-
µένως σε αυτή την περίπτωση έχουµε στην ουσία να ελέγξουµε την υπόθεση Η0: (µ,σ2)∈{(µ0,x), x
∈R+} έναντι της Η1: (µ,σ2)∈{(µ1,x), x∈R+} όπου προφανώς δεν πρόκειται για περίπτωση απλής 
έναντι απλούς υποθέσεως. Χρησιµοποιώντας λοιπόν το κριτήριο του γενικευµένου λόγου πιθανο-
φανειών προκύπτουν τα παρακάτω: 

- για τον έλεγχο σε επίπεδο σηµαντικότητας α των υποθέσεων: 

 Η0: µ=µ0,                  ή  Η0: µ=µ0,                  ή  Η0: µ≤µ0,                   

 Η1: µ=µ1, µ1>µ0   Η1: µ>µ0,    Η1: µ>µ0 

λαµβάνεται ως κρίσιµη περιοχή η 
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X
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−
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µ0

/
( )1 . 

- για τον έλεγχο σε επίπεδο σηµαντικότητας α των υποθέσεων: 

 Η0: µ=µ0,                  ή  Η0: µ=µ0,                  ή  Η0: µ>µ0,                   

 Η1: µ=µ1, µ1<µ0   Η1: µ<µ0,    Η1: µ≤µ0 

λαµβάνεται ως κρίσιµη περιοχή η 

Κ: 
X
S n

t an

−
< − −

µ0

/
( )1 . 

- για τον έλεγχο σε επίπεδο σηµαντικότητας α της υπόθεσης: 

Η0: µ=µ0,  
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Η1: µ≠µ1,  

λαµβάνεται ως κρίσιµη περιοχή η 
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µ
/

0
1 2( / ) . 

 

Άσκηση 6.4. Ό σύλλογος καταναλωτών, για να εξακριβώσει αν τα κουτιά των 100gr καφέ περιέ-
χουν πραγµατικά µέσο βάρος 100gr, πήρε 9 κουτιά τυχαία από διάφορα καταστήµατα και βρήκε 
X =96gr και S=3.8gr.  

i) Είναι τα δεδοµένα αρκετά για να υποστηρίξουµε ότι τα κουτιά των 100gr είναι ελλιπο-
βαρή; (α=0.05) 

ii) Βρείτε το p-value του ελέγχου που χρησιµοποιήσατε. 

iii) Αν τελικά ίσχυε ότι το πραγµατικό µέσο βάρος ήταν 95gr, µε τι πιθανότητα θα παίρ-
ναµε σωστή απόφαση (υποθ. ότι S≈σ); 

Λύση. Στη συγκεκριµένη περίπτωση έχουµε στην ουσία ένα τ.δ. Χ1,Χ2,...,Χn, n=9 από την Ν(µ,σ2) 
και ζητείται ο έλεγχος της υπόθεσης  

H0: µ=µ0=100 έναντι της Η0: µ<µ0=100 

σε επίπεδο σηµαντικότητας α=0.05. Σύµφωνα µε τα παραπάνω, γνωρίζουµε ότι η κρίσιµη περιοχή 
(περιοχή απόρριψης της Η0) ενός τέτοιου ελέγχου είναι η 
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και συνεπώς απορρίπτουµε την Η0: µ=µ0=100gr έναντι της Η1: µ<100gr. Εποµένως, η διαφορά 
των 100−96=4gr θεωρείται «στατιστικά σηµαντική» και τα κουτιά κρίνονται ελλιποβαρή µε πιθα-
νότητα να κάνουµε λάθος α=5%. Το p-value θα είναι  
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−
(

/
. / ) . .

µ
( )=1 ( )0 315 315 3150 1 8

 

Η Ft8
315( ).  είναι η συνάρτηση κατανοµής της tn µε n=8 β.ε. στη θέση 3.15. Από πίνακες της t8 

βρίσκουµε ότι Ft8
2 896( )=0.99.  και συνεπώς p-value=1− Ft8

315( ). <1− Ft8
2 896( )=0.01. . Άρα το p-

value είναι πολύ µικρό, µικρότερο του α=0.05% (και άρα σωστά απορρίψαµε). Παρατηρούµε ότι 
αφού p-value<0.01 θα απορρίπταµε την H0 ακόµη και αν είχαµε θέσει α=0.01. 

Τέλος, αν ίσχυε η Η1 µε µ=µ1=95 τότε θα παίρναµε σωστή απόφαση αν απορρίπταµε την 
H0. Η πιθανότητα σωστής απόφασης είναι  

P(απόρριψη της Η0 / ισχύει η Η1) = 1−P(II) = π(µ1). 

Άρα τελικά η πιθανότητα ορθής απόφασης όταν ισχύει η Η1 είναι η ισχύς: 
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Σηµειώνεται ότι αν στη συγκεκριµένη περίπτωση θέλαµε να υπολογίσουµε την τιµή της ισχύος 
ακριβώς, θα έπρεπε να χρησιµοποιήσουµε την λεγόµενη «µη-κεντρική» κατανοµή tn-1 (συµβ. και 
µε δ

1−nt ) η οποία ορίζεται ως η κατανοµή ενός πηλίκου δύο ανεξάρτητων τ.µ., µία που ακολουθεί 

N(δ,1) δια µία που ακολουθεί )1/(2
1 −− nnχ  κατανοµή (δ: παράµετρος µη-κεντρικότητας). Αν δ = 

0 προκύπτει η συνήθης tn-1 κατανοµή. Συγκεκριµένα θα βρίσκαµε ότι ))(()( 11
1

atF ntn
−−=

−
δµπ  όπου 

n/
01

σ
µµδ −= . 

 

γ. Έλεγχος υποθέσεων για τη διασπορά κανονικής κατανοµής όταν το µ είναι γνωστό. 

 Έστω Χ1,Χ2,...,Χn ένα τ.δ. από την N(µ,σ2) µε µ γνωστό. Επιθυµούµε να ελέγξουµε την 
υπόθεση  

Η0: σ = σ0 έναντι της Η1: σ = σ1 όταν σ1>σ0 . 

Πρόκειται για τον έλεγχο απλής υποθέσεως έναντι απλής µε θ0=σ0 και θ1=σ1 και άρα η κρίσιµη 
σύµφωνα µε το Λήµµα N - P θα είναι της µορφής 
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µετά από σχετικά απλές αλγεβρικές πράξεις καταλήγουµε στην ακόλουθη ισοδύναµη ανισότητα  
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Το c0 καθορίζεται από την 
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και επειδή ∑ =
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Άρα, σύµφωνα µε το Λήµµα N-P, ο καλύτερος έλεγχος σε επίπεδο σηµαντικότητας α για την υ-
πόθεση Η0: σ=σ0 έναντι της Η1: σ=σ1, σ1>σ0 (µ γνωστό) θα έχει περιοχή απόρριψης: 

Κ: ( ( )
X

ai

i

n

n

−
>

=
∑ µ

σ
) χ

0

2 2

1
 

 Η ίδια κρίσιµη περιοχή µπορεί να χρησιµοποιηθεί και για τον έλεγχο της υπόθεσης H0: σ = 
σ0 έναντι της Η1: σ > σ0 (απλή έναντι µονόπλευρης) καθώς και της H0: σ ≤ σ0 έναντι της Η1: σ > 
σ0 (µονόπλευρη έναντι µονόπλευρης).  

 Αντίστοιχα µε τις παραπάνω περιπτώσεις, µπορούµε να αντιµετωπίσουµε και την περί-
πτωση που H0:σ=σ0, Η1:σ=σ1, σ1<σ0 ή H0:σ=σ0, Η1:σ<σ0 ή H0:σ≥σ0, Η1:σ<σ0. Σε αυτή την περί-
πτωση, αν εργαστούµε όπως παραπάνω, καταλήγουµε στην κρίσιµη περιοχή  
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η οποία ορίζει έναν βέλτιστο έλεγχο (µε τη µεγαλύτερη δυνατή ισχύ) σε επίπεδο σηµαντικότητας 
α.  

Τέλος, θα εξετάσουµε την περίπτωση Η0: σ=σ0, Η1: σ≠σ0, (απλή έναντι αµφίπλευρης υπό-
θεσης). Σε αυτή την περίπτωση χρησιµοποιώντας το κριτήριο του γενικευµένου λόγου πιθανοφα-
νειών καταλήγουµε σε µία κρίσιµη περιοχή της µορφής 
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και επειδή θα πρέπει P(I)=a τελικά βρίσκουµε ότι η περιοχή απόρριψης της Η0: σ=σ0 έναντι της  
Η1: σ≠σ0, θα είναι η  
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Όπως έχουµε ήδη επισηµάνει και παραπάνω, ο συγκεκριµένος αµφίπλευρος έλεγχος σε επίπεδο 
σηµαντικότητας α είναι ισοδύναµος µε τον έλεγχο σ=σ0 µέσω ενός διαστήµατος εµπιστοσύνης για 
το σ2 συντελεστού 1−α (αν σ0

2∉δ.ε. απορρίπτουµε ότι σ=σ0).  

 

δ. Έλεγχος υποθέσεων για τη διασπορά κανονικής κατανοµής όταν το µ είναι άγνωστο. 

Όµοια µε το (β) παραπάνω χρησιµοποιούµε και εδώ το κριτήριο του γενικευµένου λόγου 
πιθανοφανειών. Όπως ήταν αναµενόµενο, τελικά προκύπτουν ανάλογες µε το (γ) κρίσιµες περιο-
χές. Συγκεκριµένα, όπου στο (γ) είχαµε ∑ −=i

n
iX1

2( )µ  τώρα θα έχουµε ∑ −=i
n

iX X1
2( ) = ( )n S−1 2 , 

και όπου είχαµε χ2
n a( )  τώρα θα έχουµε χ2

n a−1( ) . Άρα, 

- για τον έλεγχο σε επίπεδο σηµαντικότητας α των υποθέσεων: 

 Η0: σ=σ0,                  ή  Η0: σ=σ0,                  ή  Η0: σ≤σ0,                   

 Η1: σ=σ1, σ1>σ0   Η1: σ>σ0,    Η1: σ>σ0 

λαµβάνεται ως κρίσιµη περιοχή η 
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1 2

1σ
χ

0
2

2  

- για τον έλεγχο σε επίπεδο σηµαντικότητας α των υποθέσεων: 

 Η0: σ=σ0,                  ή  Η0: σ=σ0,                  ή  Η0: σ>σ0,                   

 Η1: σ=σ1, σ1<σ0   Η1: σ<σ0,    Η1: σ≤σ0 

λαµβάνεται ως κρίσιµη περιοχή η 

Κ: )1(χ
σ

)1( 2
12

0

2

aSn
n −<

−
− . 

- για τον έλεγχο σε επίπεδο σηµαντικότητας α της υπόθεσης: 

Η0: σ=σ0,  

Η1: σ≠σ0,  
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λαµβάνεται ως κρίσιµη περιοχή η 
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Άσκηση 6.5. Έστω ότι ο χρόνος ζωής ενός τύπου µπαταριών ακολουθεί κανονική κατανοµή 
N(µ,σ2). Ο κατασκευαστής ισχυρίζεται ότι σ2=100. Μπορούµε να απορρίψουµε τον ισχυρισµό 
αυτό έναντι του σ2 >100 σε επίπεδο σηµαντικότητας 5% αν έχουµε την πληροφορία ότι η δειγµα-
τική διασπορά S2 των χρόνων ζωής ενός τυχαίου δείγµατος 20 µπαταριών βρέθηκε ίση µε 130. Να 
βρεθεί το p-value του ελέγχου. 

Λύση. Πρόκειται για τον έλεγχο της υπόθεσης 

Η0: σ σ2
0
2=  έναντι της Η1: σ σ2

0
2>  

για τη διασπορά ενός κανονικού πληθυσµού µε άγνωστη. Από την παράγραφο (δ) παραπάνω η 
περιοχή απόρριψης αυτού του ελέγχου θα είναι η 
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Αντικαθιστώντας βρίσκουµε ότι  
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και εποµένως δεν µπορούµε να απορρίψουµε την υπόθεση Η0: σ σ2
0
2= =100  σε επίπεδο σηµαντι-

κότητας 0.05.  

 Tο p-value του ελέγχου θα είναι η πιθανότητα 

p value P n S H F− =
−

> = − ≈( ( ) . / ) . .1 24 7 1 24 7 017
2

0σ
( )

0
2 χ 19

2  

Παρατηρούµε ότι το p-value είναι αρκετά µεγάλο, µεγαλύτερο του α=0.05 (και άρα σωστά δεχτή-
καµε την Η0).  

 

ε. Έλεγχος υποθέσεων για ποσοστό. 

 Έστω Χ1,Χ2,...,Χn τ.δ. από την B(1,p), δηλαδή P(Xi=1)=p, P(Xi=0)=1−p ή συνοπτικά  f (x;p) 
= P(X=x) = px(1−p)1-x, x=0,1. Επιθυµούµε αρχικά να κατασκευάσουµε έναν έλεγχο για την υπόθε-
ση  

Η0: p = p0 έναντι της Η1: p = p1,  p1 > p0.  

Πρόκειται για έλεγχο απλής έναντι απλούς και συνεπώς από το λήµµα N-P η κρίσιµη περιοχή θα 
έχει µορφή 
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ή ισοδύναµα, 
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Σύµφωνα µε τα παραπάνω, το c0 λαµβάνεται τέτοιο ώστε να ισχύει P(I)=a. Συνεπώς, 
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και επειδή, κάτω από την Η0, και για µεγάλο n (Κ.Ο.Θ., n>30) η τ.µ.  
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συµπεραίνουµε τελικά ότι  
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Άρα, σύµφωνα µε το Λήµµα N-P,  ο καλύτερος έλεγχος σε επίπεδο σηµαντικότητας α για την υ-
πόθεση Η0: p=p0 έναντι της Η1: p=p1, p1>p0, θα έχει περιοχή απόρριψης (n>30): 
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Η πιθανότητα σφάλµατος τύπου Ι αυτού του ελέγχου θα είναι φυσικά ίση µε α ενώ η πιθανότητα 
σφάλµατος τύπου ΙΙ θα είναι ίση µε 
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Τέλος, η ισχύς του ελέγχου θα είναι  π(p1) = 1− P II( ) . 

 Παρατηρούµε και εδώ ότι η κρίσιµη περιοχή Κ δεν εξαρτάται από την τιµή p1 και εποµέ-
νως η ίδια κρίσιµη περιοχή µπορεί να χρησιµοποιηθεί και για τον έλεγχο της υπόθεσης H0: p = p0 
έναντι της Η1: p > p0 (απλή έναντι µονόπλευρης). Αποδεικνύεται επίσης ότι η ίδια κρίσιµη περιο-
χή Κ οδηγεί σε βέλτιστο έλεγχο της υπόθεσης H0: p ≤ p0 έναντι της Η1: p > p0 (µονόπλευρη έναντι 
µονόπλευρης). 

 Αντίστοιχα µε τα ζεύγη των υποθέσεων  

H0: p=p0, Η1:p=p1, p1>p0     ή     H0: p=p0, Η1: p>p0,    ή     H0: p≤p0, Η1: p>p0  
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µπορούµε να αντιµετωπίσουµε και τα ζεύγη 

H0: p=p0, Η1:p=p1, p1<p0    ή     H0: p=p0, Η1: p<p0     ή     H0: p≥p 0, Η1: p<p0.  

Σε αυτές τις περιπτώσεις, αν εργαστούµε όµοια µε παραπάνω καταλήγουµε στην κρίσιµη περιοχή 
(n>30) 
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< −0
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. 

η οποία ορίζει έναν βέλτιστο έλεγχο (µε τη µεγαλύτερη δυνατή ισχύ) σε επίπεδο σηµαντικότητας 
α.  

Τέλος, θα εξετάσουµε την περίπτωση Η0: p=p0, Η1: p≠p0, (απλή έναντι αµφίπλευρης υπό-
θεσης). Όπως και παραπάνω, εδώ θα χρησιµοποιήσουµε το κριτήριο του γενικευµένου λόγου πι-
θανοφανειών. Σύµφωνα µε αυτό, η κρίσιµη περιοχή θα έχει τελικά τη µορφή (n>30) 

Κ: 
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Αξίζει εδώ να παρατηρήσουµε ότι ο παραπάνω αµφίπλευρος έλεγχος σε επίπεδο σηµαντικότητας 
α δεν είναι ακριβώς ισοδύναµος µε τον έλεγχο µέσω του διαστήµατος εµπιστοσύνης για το p συ-
ντελεστού 1−α. Αυτό συµβαίνει διότι στην κατασκευή του δ.ε. για το p είχαµε για λόγους ευκολί-
ας αντικαταστήσει το p(1−p) µε το X X( )1− . Για το λόγο αυτό ο έλεγχος της υπόθεσης Η0: p=p0, 
έναντι της Η1: p≠p0, είναι προτιµότερο να γίνεται χρησιµοποιώντας την παραπάνω κρίσιµη περιο-
χή και όχι µέσω δ.ε. 

 

Άσκηση 6.6. Ένα κόµµα ισχυρίζεται ότι στις εκλογές που έγιναν σήµερα θα λάβει ποσοστό p µε-
γαλύτερο του 10%. Έχουµε αρκετά στοιχεία για να απορρίψουµε τον παραπάνω ισχυρισµό, αν σε 
ένα τ.δ. n=200 ψηφοφόρων (οι οποίοι ρωτήθηκαν µετά την έξοδό τους από τυχαία επιλεγµένα 
εκλογικά τµήµατα) µόνο το 6% απάντησαν ότι ψήφισαν το κόµµα. (α=0.01). Αν βρεθεί ότι δεν 
έχουµε αρκετά στοιχεία, πόσο θα έπρεπε να είναι το ελάχιστο µέγεθος του δείγµατος ώστε, µε ίδιο 
δειγµατικό ποσοστό, να απορρίπταµε τον παραπάνω ισχυρισµό;  

Λύση. Στη συγκεκριµένη περίπτωση ζητείται ο έλεγχος της υπόθεσης  

H0: p=p0 έναντι της  Η1: p<p0 

όπου p0=10%. Γνωρίζουµε από τα παραπάνω ότι η κρίσιµη περιοχή θα είναι 

Κ: 
X p

p p n
Za

−
−

< −0

0 ( )/1 0

. 

Αντικαθιστώντας βρίσκουµε ότι 

X p
p p n

Z
−
−

=
−

−
= − > − = −0

0 ( )/
. .

. ( . )/
. ..1

0 06 01
01 1 01 200

188 2 33
0

0 01 . 

Εποµένως δεν έχουµε αρκετά στοιχεία για να απορρίψουµε τον παραπάνω ισχυρισµό.  

 Παρατηρούµε ότι για να απορρίπταµε την Η0: p=0.1 λαµβάνοντας ένα µεγαλύτερο δείγµα 
n΄ θα έπρεπε να ισχύει ότι 

′ −
− ′

< −
X p

p p n
Za

0

0 ( )/1 0

 δηλαδή  ′ >
−

′ −
n

p p
X p

Za
0

0

( )
( )

1 0
2

2  
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όπου ′X  είναι το αντίστοιχο δειγµατικό ποσοστό που θα βρίσκαµε. Βρίσκοντας, σύµφωνα µε την 
εκφώνηση, και πάλι ′X =0.06 θα έπρεπε  

′ >
−

′ −
=

−
−

=n
p p
X p

Za
0

0

( )
( )

. ( . )
( . . )

. .
1 01 1 01

0 06 01
2 33 305370

2
2

2
2  

Συνεπώς για να απορρίψουµε την Η0: p=10% έναντι της Η1: p<10% σε επίπεδο σηµαντικότητας 
1% θα έπρεπε να είχαµε βρει το δειγµατικό ποσοστό 6% από ένα δείγµα τουλάχιστον 306 ψηφο-
φόρων. 

 

Άσκηση 6.7. Έστω ότι έχουµε δύο όµοιες εξωτερικά κάλπες Α και Β. Η κάλπη Α περιέχει 6 ά-
σπρες και 4 µαύρες σφαίρες ενώ η κάλπη Β περιέχει 4 άσπρες και 6 µαύρες σφαίρες. Εκλέγουµε 
διαδοχικά n=100 σφαίρες µε επανάθεση από τη µία κάλπη χωρίς να γνωρίζουµε αν είναι η κάλπη 
Α ή η Β. i) Αν 52 από τις 100 σφαίρες βρέθηκαν µαύρες, µπορούµε να απορρίψουµε σε επίπεδο 
σηµαντικότητας α=0.01 ότι οι σφαίρες που πήραµε ήταν από την κάλπη Α; Να βρεθεί η ισχύς του 
ελέγχου. ii) Πόσο θα έπρεπε να είναι το n ώστε οι πιθανότητες των  σφαλµάτων τύπου Ι και ΙΙ να 
είναι ακριβώς α και β αντίστοιχα.  

Λύση. i) Έστω Χi=1 αν ή i-εκλογή σφαίρας είναι µαύρη και Χi=0 αν ή i-εκλογή σφαίρας είναι 
λευκή, i=1,2,...,n. ∆ηλαδή οι τ.µ. Χ1,Χ2,...,Χn αποτελούν ένα τ.δ. από την B(1, p). Στην ουσία εδώ 
ζητείται ο έλεγχος της υπόθεσης  

H0: p=pΑ=4/10 έναντι της  Η1: p=pΒ=6/10 

Γνωρίζουµε από τα παραπάνω ότι η κρίσιµη περιοχή αυτού του ελέγχου θα είναι η  

Κ: 
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−
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Αντικαθιστώντας βρίσκουµε ότι 
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και συνεπώς απορρίπτουµε την H0: p = pΑ = 0.4 µε πιθανότητα να κάνουµε λάθος ίση µε α = 1%. 
Η ισχύς του ελέγχου είναι ίση µε 
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Παρατηρούµε λοιπόν ότι αν n=100, η P(II) = 1−0.96 = 4%. 
ii) Έχουµε τον έλεγχο της υπόθεσης  
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H0: p=pΑ=4/10 έναντι της  Η1: p=pΒ=6/10 

Γνωρίζουµε ότι αν επιλέξουµε ως κρίσιµη περιοχή την  

Κ: 
X p

p p n
Za

−
−

>A

A A( )/1
 

τότε η P(Ι) θα είναι ίση µε α. Για να ισχύει και P(II)=β θα πρέπει (βλ. (i)) ότι 
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Λύνοντας ως προς n βρίσκουµε ότι 

n
p p Z p p Z
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A
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Αν π.χ. α=β=1% τότε θα πρέπει να πάρουµε δείγµα (pA=0.4, pB=0.6) µεγέθους n ≈130. 

 

Έλεγχοι υποθέσεων για τις παραµέτρους δύο ανεξάρτητων κανονικών πληθυσµών 

Έστω Χ1,Χ2, ..., Xn1
 και Υ1,Υ2, ...,Yn2

 δύο ανεξάρτητα µεταξύ τους τ.δ. από τις κατανοµές 

Ν(µ1,σ1
2 )  και Ν(µ2,σ2

2 ) αντίστοιχα. Οι κρίσιµες περιοχές ελέγχων υποθέσεων για τις παραµέτρους 
δύο ανεξάρτητων κανονικών πληθυσµών προκύπτουν µε µεθόδους παρόµοιες µε αυτές που χρη-
σιµοποιήθηκαν παραπάνω (είτε µε τη χρήση τη λήµµατος Ν-P, είτε µε τη χρήση του γενικευµένου 
λόγου πιθανοφανειών). Συνοπτικά προκύπτουν οι παρακάτω έλεγχοι σε επίπεδο σηµαντικότητας 
α. 

α. Έλεγχος για τη σύγκριση των µ1, µ2  όταν τα σ1
2 ,σ2

2  είναι γνωστά 

Θεωρούµε τη στατιστική συνάρτηση 

Τ=

2

2
2

1

2
1 σσ

nn

YX

+

−  

η οποία όταν µ1 = µ2 ακολουθεί Ν(0,1) κατανοµή. Είναι εύκολο να δειχθεί ότι στις παρακάτω υπο-
θέσεις αντιστοιχούν οι κρίσιµες περιοχές: 

Υποθέσεις Κρίσιµη περιοχή 
Η0 : µ1=µ2 έναντι της Η1 : µ1>µ2 Τ >Ζα 
Η0 : µ1=µ2 έναντι της Η1 : µ1<µ2 Τ <−Ζα 
Η0 : µ1≤µ2 έναντι της Η1 : µ1>µ2 Τ >Ζα 
Η0 : µ1≥µ2 έναντι της Η1 : µ1<µ2 Τ <−Ζα 
Η0 : µ1=µ2 έναντι της Η1 : µ1≠µ2 |Τ | >Ζα/2 

 
Στην περίπτωση που θέλουµε να ελέγξουµε την υπόθεση Η0 : µ1−µ2  = γ, τότε χρησιµοποιούµε τη 
στατιστική συνάρτηση 
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Τ=

2

2
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1

2
1 σσ

nn

YX

+

−− γ . 

 

β. Έλεγχος για τη σύγκριση των µ1, µ2  όταν τα σ1
2 ,σ2

2  είναι άγνωστα και ίσα 

Θεωρούµε τη στατιστική συνάρτηση 
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η οποία όταν µ1 = µ2 ακολουθεί κατανοµή 221 −+nnt . Είναι εύκολο να δειχθεί ότι στις παρακάτω υ-
ποθέσεις αντιστοιχούν οι κρίσιµες περιοχές: 

Υποθέσεις Κρίσιµη περιοχή 
Η0 : µ1=µ2 έναντι της Η1 : µ1>µ2 Τ > 221 −+nnt (a) 
Η0 : µ1=µ2 έναντι της Η1 : µ1<µ2      Τ <  − 221 −+nnt (a) 
Η0 : µ1≤µ2 έναντι της Η1 : µ1>µ2  Τ > 221 −+nnt (a) 
Η0 : µ1≥µ2 έναντι της Η1 : µ1<µ2     Τ < − 221 −+nnt (a) 
Η0 : µ1=µ2 έναντι της Η1 : µ1≠µ2 |Τ | > 221 −+nnt (a) 

 
Στην περίπτωση που θέλουµε να ελέγξουµε την υπόθεση Η0 : µ1−µ2 = γ, τότε χρησιµοποιούµε τη 
στατιστική συνάρτηση 
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γ. Έλεγχος για τη σύγκριση των σ1
2 ,σ2

2  όταν τα µ1, µ2 είναι γνωστά 

Θεωρούµε τη στατιστική συνάρτηση 
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n
n
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Y

i
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n
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η οποία όταν σ1 = σ2 ακολουθεί κατανοµή 
21,nnF . Είναι εύκολο να δειχθεί ότι στις παρακάτω υπο-

θέσεις αντιστοιχούν οι κρίσιµες περιοχές: 
Υποθέσεις Κρίσιµη περιοχή 

Η0 :σ1
2 = σ2

2  έναντι της  Η1 : σ1
2 >σ2

2  Τ > )(
21, aF nn  
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Η0 : σ1
2 = σ2

2  έναντι της  Η1 : σ1
2 <σ2

2  Τ < )1(
21, aF nn −  

Η0 : σ1
2 ≤σ2

2  έναντι της  Η1 : σ1
2 >σ2

2  Τ > )(
21, aF nn  

Η0 : σ1
2 ≥σ2

2  έναντι της  Η1 : σ1
2 <σ2

2  Τ < )1(
21, aF nn −  

Η0 : σ1
2 = σ2

2  έναντι της  Η1 : σ1
2 ≠σ2

2  Τ < )2/1(
21, aF nn − ή Τ > )2/(

21, aF nn  
 

Όταν θέλουµε να ελέγξουµε την υπόθεση Η0 : σ1
2 /σ2

2 = δ2, χρησιµοποιούµε τη στατιστική συνάρ-
τηση 
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δ. Έλεγχος για τη σύγκριση των σ1
2 ,σ2

2  όταν τα µ1, µ2 είναι άγνωστα 

Θεωρούµε τη στατιστική συνάρτηση 
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η οποία όταν σ1 = σ2 ακολουθεί κατανοµή 1,1 21 −− nnF . Είναι εύκολο να δειχθεί ότι στις παρακάτω 
υποθέσεις αντιστοιχούν οι κρίσιµες περιοχές: 

Υποθέσεις Κρίσιµη περιοχή 
Η0 : σ1

2 = σ2
2  έναντι της Η1 : σ1

2 > σ2
2  Τ > )(1,1 21

aF nn −−  

Η0 : σ1
2 = σ2

2  έναντι της Η1 : σ1
2 < σ2

2    Τ < )1(1,1 21
aF nn −−−  

Η0 : σ1
2 ≤σ2

2  έναντι της Η1 : σ1
2 > σ2

2  Τ > )(1,1 21
aF nn −−  

Η0 : σ1
2 ≥σ2

2  έναντι της Η1 : σ1
2 < σ2

2  Τ < )1(1,1 21
aF nn −−−  

Η0 : σ1
2 = σ2

2  έναντι της Η1 : σ1
2 ≠ σ2

2  Τ < )2/1(1,1 21
aF nn −−− ή Τ > )2/(1,1 21

aF nn −−  

 
Όταν θέλουµε να ελέγξουµε την υπόθεση Η0 : σ1

2 /σ2
2 = δ2, χρησιµοποιούµε τη στατιστική συνάρ-

τηση 
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ε. Έλεγχος για τη σύγκριση δύο ποσοστών  

Τέλος, έστω Χ1,Χ2, ..., Xn1
 και Υ1,Υ2, ...,Yn2

 δύο ανεξάρτητα µεταξύ τους τ.δ. από τις 
κατανοµές Β(1, p1)  και Β(1, p2) αντίστοιχα. Επιθυµούµε να συγκρίνουµε τα ποσοστά p1, p2. Ακο-
λουθώντας µεθόδους παρόµοιες µε αυτές που χρησιµοποιήθηκαν παραπάνω προκύπτουν οι ακό-
λουθοι έλεγχοι σε επίπεδο σηµαντικότητας α. Θεωρώντας τη στατιστική συνάρτηση (n1, n2 >30): 
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η οποία όταν p1 = p2 προσεγγιστικά ακολουθεί κατανοµή N(0,1). Είναι εύκολο να δειχθεί ότι στις 
παρακάτω υποθέσεις αντιστοιχούν οι κρίσιµες περιοχές: 

       Υποθέσεις Κρίσιµη περιοχή 
Η0 : p1= p2  έναντι της  Η1 : p1> p2    ή   Η0 : p1≤ p2  έναντι της   Η1 : p1> p2 Κ:  Τ  > Za 
Η0 : p1= p2  έναντι της Η1 : p1< p2     ή   Η0 : p1≥ p2 έναντι της Η1 : p1< p2 Κ:  Τ  < −Za 
Η0 : p1= p2  έναντι της Η1 : p1≠ p2 Κ:  |Τ | > Za/2 

 


