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5. ∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης 
 Στο προηγούµενο κεφάλαιο ασχοληθήκαµε εκτενώς µε την εκτίµηση των παραµέτρων 
διαφόρων κατανοµών. Για παράδειγµα είδαµε ότι η καλύτερη εκτιµήτρια για την εκτίµηση της 
µέσης τιµής ενός κανονικού πληθυσµού N(µ,σ2) είναι η X . ∆εδοµένου λοιπόν ενός τ.δ. Χ1, Χ2, ..., 
Χn από Ν(µ,σ2), π.χ. σωµατικά βάρη 20 φοιτητών (σε kgr):  

73, 81, 84, 77, 71, 75, 71, 76, 63, 69, 85, 77, 71, 81, 71, 76, 79, 68, 72, 71 

µπορούµε να εκτιµήσουµε το µέσο βάρος των φοιτητών της σχολής: 
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= (73+81+84+77+71+75+71+76+63+6+85+77+71+81+71+76+79+68+72+71) 

       =74.55. 

Άρα εκτιµούµε ότι το µέσο βάρος µ των φοιτητών («πληθυσµιακό» βάρος) είναι 74.55 kgr 
(«δειγµατικό» βάρος). Εκτιµήσεις αυτής της µορφής καλούνται σηµειακές εκτιµήσεις διότι εκτι-
µούµε την άγνωστη παράµετρο µίας κατανοµής µέσω κάποιου σηµείου (εδώ το 74.55) το οποίο 
θεωρητικά πρέπει να είναι «κοντά» στην παράµετρο µε «µεγάλη» πιθανότητα (σύµφωνα µε τα 
όσα γνωρίζουµε, αν πάρουµε αρκετά δείγµατα τότε τα αντίστοιχα X  που θα υπολογίζουµε θα 
παίρνουν τιµές «κοντά» και «γύρω» από το µ µε «µεγάλη» πιθανότητα). Όλες οι εκτιµήσεις που 
µελετήσαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο ήταν προφανώς σηµειακές. Η εκτίµηση µίας παραµέτρου 
θ ή µίας παραµετρικής συνάρτησης g(θ) γίνονταν µε τη βοήθεια µίας εκτιµήτριας συνάρτησης 
(τυχαίας µεταβλητής) T(X) που βάσει ενός τ.δ. X προσφέρει µία σηµειακή εκτίµηση του g(θ).  
 Η σηµειακή όµως εκτίµηση, αν και µας δίνει µία τιµή T(X) (ένα σηµείο) που πρέπει να 
είναι κοντά στην υπό εκτίµηση συνάρτηση g(θ), δεν µας δίνει καµία ιδέα για την ακρίβεια ή το 
σφάλµα της εκτίµησης. Στο παράδειγµα που αναφέραµε παραπάνω είδαµε ότι, βάσει του συγκε-
κριµένου δείγµατος που πήραµε, µία εκτίµηση του µέσου βάρους είναι το X =74.55. Πόσο κοντά 
όµως στο πραγµατικό πληθυσµιακό βάρος µ είναι αυτή η τιµή; Πόσο πιθανό είναι π.χ. το µ να α-
πέχει από το X  περισσότερα από 5 kgr;  
 Θα ήταν συνεπώς προτιµότερο αν µπορούσαµε να πούµε ότι, βάσει του συγκεκριµένου 
τυχαίου δείγµατος, το µ βρίσκεται µε κάποια «πιθανότητα» µεταξύ δύο τιµών (π.χ. 72 kgr < µ < 
78 kgr µε συντελεστή εµπιστοσύνης 95%). Έτσι, για παράδειγµα θα µπορούσαµε να πούµε µε κά-
ποια βεβαιότητα ότι το πραγµατικό πληθυσµιακό βάρος δεν µπορεί να είναι µικρότερο π.χ. των 72 
kgr. Ένα τέτοιο διάστηµα µέσα στο οποίο βρίσκεται η υπό εκτίµηση παράµετρος µε µεγάλη πιθα-
νότητα καλείται διάστηµα εµπιστοσύνης. Πιο συγκεκριµένα έχουµε τον επόµενο ορισµό. 

Ορισµός 5.1. Έστω ένα τυχαίο δείγµα Χ1,Χ2,...,Χn από µία κατανοµή µε σ.π. ή σ.π.π. f(x;θ) και 
g(θ) µία παραµετρική συνάρτηση που θέλουµε να εκτιµήσουµε. Έστω επίσης δύο στατιστικές συ-
ναρτήσεις L L X X X n( ) ( , ,..., )X = 1 2  και U ( )X =  U X X X n( , ,..., )1 2 . Το τυχαίο διάστηµα 

[ ( ), ( )]L UX X  

καλείται διάστηµα εµπιστοσύνης (δ.ε.) για την παραµετρική συνάρτηση g(θ) σε επίπεδο σηµαντι-
κότητας 1−α αν ισχύει ότι 

aUgLPULgP −≥≤≤=∈ 1))()θ()(()])(),([)θ(( XXXX  

(π.χ. α=1%, 5% ή 10%). Αν η τελευταία σχέση ισχύει ως ισότητα τότε το 1−α θα καλείται συντε-
λεστής εµπιστοσύνης.  

 Εποµένως, αν δεδοµένου ενός τ.δ. Χ1,Χ2,...,Χn, βρούµε στατιστικές συναρτήσεις L(Χ) και 
U(Χ) όπως παραπάνω τότε µπορούµε να πούµε ότι η παραµετρική συνάρτηση την οποία επιθυ-
µούµε να εκτιµήσουµε βρίσκεται µέσα στο διάστηµα [L(Χ), U(Χ)] µε πιθανότητα (τουλάχιστον) 1
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−α. Αν δηλαδή παίρναµε πάρα πολλά δείγµατα και υπολογίζαµε κάθε φορά το [L(Χ), U(Χ)] τότε 
θεωρητικά το g(θ) θα βρισκόταν µέσα σε τουλάχιστον 100(1−α)% των διαστηµάτων αυτών. Σχη-
µατικά: 

 U(X) L(X)  g(θ)

 δ.ε. από 1ο δείγµα

 δ.ε. από k-οστό δείγµα

 κ.ο.κ. ......
 δ.ε. από 2ο δείγµα

 
Στη συνέχεια θα επικεντρώσουµε το ενδιαφέρον µας σε διαστήµατα εµπιστοσύνης για πα-

ραµέτρους κανονικών πληθυσµών, αφού ως γνωστό η συνηθέστερη κατανοµή που συναντάται 
στις εφαρµογές (λόγω και του Κ.Ο.Θ.) είναι η κανονική. 
 

α. ∆ιάστηµα εµπιστοσύνης για το µέσο κανονικής κατανοµής όταν σ2 γνωστό. Έστω 
Χ1,Χ2,...,Χn από Ν(µ,σ2) µε σ2 γνωστό. Ζητάµε να βρούµε ένα διάστηµα µέσα στο οποίο βρίσκεται 
το µ µε πιθανότητα 1−α. Επειδή ο δειγµατικός µέσος X  είναι µία αµερόληπτη εκτιµήτρια του µ 
θα αναζητήσουµε ένα διάστηµα της µορφής 

[ , ]X d X d− + . 

Σύµφωνα µε τα παραπάνω το d θα πρέπει να είναι τέτοιο ώστε να ισχύει 

P X d X d P X d X d a( , ]) ( )µ [ µ∈ − + = − ≤ ≤ + = −1 . 

Είναι γνωστό ότι ο δειγµατικός µέσος X  προερχόµενος από κανονικό δείγµα είναι κανονικός 
(κάθε γραµµική συνάρτηση ανεξάρτητων τ.µ. από την κανονική κατανοµή ακολουθεί κανονική 
κατανοµή). Και επειδή, ως γνωστό, 

E X Var X
n

( ) , ( )= =µ
σ2

  

ισχύει ότι 

X N
n

~ ( )µ,
σ2

   ή ισοδύναµα,   Z
X

n
N=

−µ
σ2 /

~ ( , )0 1 . 

Εποµένως, το d θα πρέπει να είναι τέτοιο ώστε, 

       P X d X d a P d X d a( ) ( )− ≤ ≤ + = − ⇔ − ≤ − ≤ = −µ µ1 1  
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Εποµένως, αν Φ-1 είναι η αντίστροφη συνάρτηση της Φ (η Φ ως γνήσια αύξουσα συνάρτηση είναι 
1-1 και άρα αντιστρέφεται) θα ισχύει ότι 

d
n

a d
n

a
σ

Φ
σ

Φ
2

-1
2

-1

/
( / ) ( / )= − ⇔ = −1 2 1 2 . 

Εποµένως ένα δ.ε. για το µ συντελεστού 1−α θα είναι το 

[ , ] [ ( ), ( )]X d X d X
n

a
X

n
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− + = − − + −
σ

Φ
σ
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2
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2
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2
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 Αξίζει να παρατηρήσουµε ότι το παραπάνω δ.ε. εξακολουθεί να ισχύει και στην περίπτω-
ση που τα Xi προέρχονται από οποιονδήποτε πληθυσµό (όχι απαραίτητα κανονικό), υπό την προ-
ϋπόθεση ότι το n είναι σχετικά µεγάλο (από το Κ.Ο.Θ., βλ. και Ασκ. 5.7). 

Παράδειγµα (συνέχεια). Ένα διάστηµα εµπιστοσύνης συντελεστού 1−α=95% για το µέσο 
βάρος των φοιτητών στο παραπάνω παράδειγµα, θα είναι (n=20, X =74.55 και π.χ. γνωρίζουµε 
ότι σ=5),  

[ . (
.

), . (
.

)]74 55
20

1
0 05

2
74 55

20
1

0 05
2

− − + −
5

Φ
5

Φ-1 -1 . 

Από πίνακες της τυπικής  κανονικής κατανοµής βρίσκουµε ότι Φ-1( . / )1 0 05 2− = Φ -1 ( . )0 975  =196.  
(δηλαδή, Φ( . ) .196 0 975= ) και εποµένως το παραπάνω διάστηµα θα είναι ίσο µε το 

]74.76,36.72[]19.255.74,19.255.74[]96.1
20
555.74,96.1

20
555.74[ =+−=+− . 

Μπορούµε λοιπόν να πούµε ότι, σύµφωνα µε το τυχαίο δείγµα που πήραµε και δεδοµένου ότι 
σ=5, το µέσο βάρος των φοιτητών βρίσκεται µεταξύ του 72.36 και 76.74 µε συντελεστή εµπιστο-
σύνης 95%. 

Αξίζει σε αυτό το σηµείο να παρατηρήσουµε ότι στην παραπάνω άσκηση αλλά και σε ό-
σες ακολουθούν χρησιµοποιούµε εκφράσεις της µορφής: 

«το µ βρίσκεται µεταξύ του 72.36 και 76.74 µε συντελεστή εµπιστοσύνης 95%» 

υποδηλώνοντας ότι αν παίρναµε ένα µεγάλο πλήθος από δείγµατα, και για το καθένα κατασκευά-
ζαµε ένα δ.ε. για το µ, τότε θα αναµέναµε ότι το 95% των δ.ε. θα συµπεριλάµβανε το µ.  

Επειδή στη συνέχεια θα συναντάµε συχνά ποσότητες της µορφής F -1(1−a) όπου F είναι 
µία συνάρτηση κατανοµής (π.χ. Φ-1( / )1 2− a ), θα χρησιµοποιούµε ειδικό συµβολισµό. Πιο συγκε-
κριµένα έχουµε τον επόµενο ορισµό. 

Ορισµός 5.2. Έστω X µία τ.µ. µε σ.κ. F. Άνω α-σηµείο της κατανοµής µε σ.κ. F καλείται το ση-
µείο h για το οποίο ισχύει ότι 

P X h a( )> =  
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ή ισοδύναµα, 1 11− = ⇔ = −−F h a h F a( ) ( ) , και εποµένως το άνω α-σηµείο µιας κατανοµής F θα 
είναι το F a− −1 1( ) .  

Το άνω α-σηµείο της τυπικής κανονικής κατανοµής συνήθως συµβολίζεται µε Ζα = 
)1(Φ 1 a−− . Επειδή, ως γνωστό, η σ.κ. της τυπικής κανονικής Φ δεν δίνεται από κάποιο εύκολα 

αντιστρέψιµο τύπο, για την εύρεση άνω α-σηµείων της Ν(0,1) θα χρησιµοποιούµε κατάλληλους 
πίνακες ή π.χ. τον πίνακα της αθροιστικής συνάρτησης κατανοµής Φ. Μερικές τιµές του Za για 
συνήθη α είναι: 

  α 0.10 0.05 0.025 0.005 
  Ζα 1.28 1.645 1.96 2.58 

Για να δούµε σχηµατικά ποιο είναι το άνω α-σηµείο µιας κατανοµής παίρνουµε το γράφηµα της 
συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας αυτής της κατανοµής. Έστω ότι έχουµε τυπική κανονική 
κατανοµή. Το άνω α-σηµείο Za θα βρίσκεται στον άξονα των x έτσι ώστε το εµβαδόν κάτω από τη 
σ.π.π. από το Za έως το άπειρο να είναι ίσο µε α: 

-4 -2 0 2 4

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

 x

 a

 Za  
Είτε από το παραπάνω σχήµα, είτε από τη γνωστή σχέση Φ(x)=1−Φ(−x) αποδεικνύεται εύκολα ότι 
Z1-a = −Za. Πράγµατι, αν Χ ~ Ν(0,1),  

aaZZZXP aaa −=−==−−=−> 1))1(Φ(Φ)(Φ)(Φ1)( -1  

και εποµένως το −Za είναι το 1−α-σηµείο της τυπικής κανονικής. 

∆εδοµένου λοιπόν ενός τ.δ. Χ1,Χ2,...,Χn~ Ν(µ,σ2), ένα δ.ε. συντελεστού 1−α για το µέσο µ 
(όταν σ2 γνωστό) θα είναι το 

[ , ]/ /X
n

Z X
n

Za a− +
σ σ

2 2 . 

Παρατηρούµε ότι η γνώση του σ είναι προαπαιτούµενη διότι η τιµή της είναι αναγκαία για τον 
υπολογισµό των άκρων του διαστήµατος. Επίσης παρατηρούµε ότι όσο το δείγµα µεγαλώνει, τό-
σο το εύρος του διαστήµατος µικραίνει (στενεύει), δηλαδή έχουµε καλύτερη εκτίµηση του µ. Τέ-
λος, αν αυξήσουµε το συντελεστή εµπιστοσύνης (θέλουµε π.χ. να έχουµε ασφαλέστερη πρόβλε-
ψη) τότε το εύρος του δ.ε. αυξάνεται. Αναφερόµενοι στο αρχικό παράδειγµα µε την εκτίµηση του 
µέσου βάρους, αν πάρουµε ως 1−α=99% τότε το δ.ε. για το µέσο βάρος θα είναι: 

     [ , ] [ . , . ]/ / . .X
n

Z X
n

Z Z Za a− + = − +
σ σ 5 5

2 2 0 005 0 00574 55
20

74 55
20
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  = − + =[ . . , . . ] [ . , . ]74 55
20

2 58 74 55
20

2 58 7166 77 34
5 5

. 

Το νέο δ.ε. είναι ευρύτερο από το [ . , . ]72 36 76 74  που είχαµε βρει για σ.ε. 1−α=95%. Αυτό συµ-
βαίνει διότι µε το ίδιο δείγµα θέλουµε να έχουµε ένα ασφαλέστερο άνω και κάτω όριο για το µ. 
Για να ελαττωθεί λοιπόν η πιθανότητα το µ να µην βρίσκεται εντός των ορίων του δ.ε., αυτό που 
γίνεται είναι ότι αυξάνεται το εύρος του δ.ε. 
 

Γενική µέθοδος κατασκευής διαστηµάτων εµπιστοσύνης: 
 Στην προηγούµενη παράγραφο είδαµε πως κατασκευάζουµε ένα δ.ε. για το µέσο µ µιας 
Ν(µ,σ2) όταν σ2 γνωστό. Πως όµως µπορούµε γενικά να κατασκευάσουµε ένα δ.ε. για µία παρα-
µετρική συνάρτηση g(θ) από οποιονδήποτε πληθυσµό; Έστω Χ1,Χ2,...,Χn ένα τ.δ. από την F(x;θ). 
Μία γενική µέθοδος κατασκευής δ.ε. συντελεστού 1−α για το g(θ) είναι η ακόλουθη:  

 1) Βρίσκουµε µία στατιστική συνάρτηση Τ(X1,X2,...,Xn) της οποίας η κατανοµή να εξαρτά-
ται από το θ. Συνήθως ως Τ εκλέγουµε µία εκτιµήτρια του θ ή του g(θ). 

 2) Κατασκευάζουµε συνάρτηση Υ =h(Τ, g(θ)) η κατανοµή της οποίας να µην εξαρτάται 
από το θ. 

 3) Υπολογίζουµε δύο σταθερές c1, c2 έτσι ώστε να ισχύει 

P(c1 ≤ Y ≤ c2) = 1−a. 

4) Εφόσον έχουν βρεθεί τα c1, c2, λύνουµε τη σχέση c1 ≤ Y = h(Τ, g(θ)) ≤ c2 ως προς g(θ). 
Έτσι, προκύπτει µία ανισότητα της µορφής  

L =L(X1,X2,...,Xn) ≤ g(θ)≤ U(X1,X2,...,Xn)= U. 

Το παραπάνω ενδεχόµενο θα έχει και αυτό πιθανότητα 1−α και εποµένως το διάστηµα (L, U) θα 
είναι ένα δ.ε. για το g(θ) συντελεστού 1−α. 

Tα c1,c2 συνήθως επιλέγονται έτσι ώστε P(Y > c2) = P(Y < c1) = α/2. ∆ηλαδή το c2 είναι το 
άνω α/2-σηµείο της κατανοµής της Υ, ενώ το c1 είναι το άνω 1− α/2-σηµείο της ίδιας κατανοµής. 

 

-4 0 4 

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

 N(0,1) 

 1−a 

 a/2  a/2 

 x  −Za/2  Za/2  
 Ας δούµε στη συνέχεια πως µπορούµε να βρούµε δ.ε. για τις παραµέτρους κανονικών 
πληθυσµών.  

β. ∆ιάστηµα εµπιστοσύνης για τη διασπορά κανονικής κατανοµής όταν µ γνωστό. Έστω 
Χ1,Χ2,...,Χn από Ν(µ,σ2) µε µ γνωστό. Ζητάµε να βρούµε ένα διάστηµα µέσα στο οποίο βρίσκεται 
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το σ2 µε πιθανότητα 1−α. Θα ακολουθήσουµε τη γενική µεθοδολογία που περιγράφεται παραπά-
νω για την κατασκευή ενός δ.ε. 

 1) Εφόσον το µ είναι γνωστό θα χρησιµοποιήσουµε την εκτιµήτρια του σ2: 

T
n

Xi
i

n

= −
=
∑1 2

1
( )µ . 

 2) Παρατηρούµε ότι η συνάρτηση  

h T
nT Xi

i
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n( , ) ( ) ~σ
σ

µ
σ

χ2
2= =

−

=
∑ 2

1

2  

ακολουθεί χ2 κατανοµή µε n βαθµούς ελευθερίας η οποία δεν εξαρτάται από το σ2.  

3) Υπολογίζουµε τις σταθερές c1, c2 έτσι ώστε  

P c
nT

c a( )1 2 1≤ ≤ = −
σ2 . 

Σύµφωνα µε παραπάνω παρατήρηση, επιλέγουµε τα c1,c2 έτσι ώστε  

P
nT

c a P
nT

c a( ) / , ( ) /
σ σ2 2> = < =2 12 2 . 

Εποµένως,  
c a c an n2 12 1 2=χ =χ2 2( / ), ( / )−  

όπου µε χ 2
n a( )  συµβολίζουµε το άνω α-σηµείο της κατανοµής χι-τετράγωνο µε n βαθµούς ελευ-

θερίας (τα άνω α-σηµεία της χ 2
n  είναι πινακοποιηµένα για διάφορες τιµές των α και n. Για n>100 

µπορούµε προσεγγιστικά να πάρουµε ότι χ 2
n aa n nZ( )≈ + 2 , Z1-a = −Za,  βλ. Άσκ. 5.3). 

4) Βρήκαµε λοιπόν ότι,  

P a
nT

a an n( ( / ) ( / ))χ
σ

χ2
2

21 2 2 1− ≤ ≤ = − , 

και λύνοντας ως προς σ2 θα έχουµε ότι  

P
nT
a

nT
a

a
n n

(
( / ) ( / )

)
χ

σ
χ2

2
22 1 2

1≤ ≤
−

= −  

και εποµένως το  

[
(
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,
(
( / )

]
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= =i

n
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n

i
n

i

n

X
a

X
a

1 1

2 1 2
µ)

χ
µ)

χ

2

2

2

2   

είναι ένα δ.ε. συντελεστού 1−α για το σ2 όταν το µ είναι γνωστό. 
 

Παράδειγµα (συνέχεια). Ένα διάστηµα εµπιστοσύνης συντελεστού 1−α=95% για τη διασπορά σ2 
του βάρους των φοιτητών στο παραπάνω παράδειγµα (δεδοµένου ότι το µέσο βάρος µ=75) θα εί-
ναι  

[
(
( . )

,
(
( . )

]
∑ − ∑ −= =i

n
i

n

i
n

i

n

X X1 1

0 025 0 975
µ)

χ
µ)
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2

2

2

2 . 
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Αρκεί να υπολογίσουµε το άθροισµα ∑ −=i
n

iX1( µ)2  και να βρούµε από πίνακες τις τιµές των 
χ χ2 2

20 200 025 0 975( . ), ( . ) . Θα έχουµε ότι  

( )Xi
i

n

− =
=
∑ µ 2

1
(73−75)2+(81−75)2+(84−75)2+ . . . +(71−75)2=601 

και χ χ2 2
20 200 025 3417 0 975 9 59( . ) . , ( . ) .= = . Άρα  

]67.62,59.17[]
59.9

601,
17.34

601[]
)975.0(χ

µ)(,
)025.0(χ

µ)([ 2

2
1

2

2
1 ==

−∑−∑ ==

n

i
n
i

n

i
n
i XX . 

Μπορούµε λοιπόν να πούµε ότι, σύµφωνα µε το τυχαίο δείγµα που πήραµε και δεδοµένου ότι 
µ=75, η διασπορά του βάρους των φοιτητών βρίσκεται µεταξύ του 17.59 και 62.67 µε συντελεστή 
εµπιστοσύνης 95%. Μπορούµε ισοδύναµα να πούµε ότι η τυπική απόκλιση του βάρους των φοι-
τητών θα είναι µεταξύ του 4.19 και του 7.91 µε συντελεστή εµπιστοσύνης 95%. 

γ. ∆ιάστηµα εµπιστοσύνης για τη διασπορά κανονικής κατανοµής όταν µ άγνωστο. Έστω Χ1, 
Χ2, ..., Χn από Ν(µ,σ2) µε µ άγνωστο. Ζητάµε να βρούµε ένα διάστηµα µέσα στο οποίο βρίσκεται 
το σ2 µε πιθανότητα 1−α. Ακολουθώντας τα ίδια ακριβώς βήµατα µε την προηγούµενη παράγρα-
φο (εύρεση δ.ε. για το σ2 µε µ γνωστό) και χρησιµοποιώντας τη σ.σ. S2 αντί της σ.σ. 

2
1

12
0 )( µ−Σ= = i

n
in XS , προκύπτει ότι το 

[
( )

( / )
,

( )
( / )

]
∑ − ∑ −
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=
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=

−

i
n
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i
n
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n

X X
a

X X
a

1
2

1

1
2

12 1 2χ χ2 2  

είναι ένα δ.ε. συντελεστού 1−α για το σ2 όταν το µ είναι άγνωστο. 

Παράδειγµα (συνέχεια). Χρησιµοποιώντας και πάλι το παράδειγµα µε το βάρος των φοιτητών, 
θα έχουµε ότι ένα δ.ε. συντελεστού 1−α=95% για τη διασπορά σ2 του βάρους των φοιτητών θα 
είναι  

[
(

( . )
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(
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]
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Αρκεί να υπολογίσουµε το άθροισµα ∑ −=i
n

iX X1( )2  και να βρούµε από πίνακες τις τιµές των 
χ χ2 2

19 190 025 0 975( . ), ( . ) . Θα έχουµε ότι  

( )X Xi
i

n

− =
=
∑ 2

1
(73−74.55)2+(81−74.55)2+ . . . +(71−74.55)2 = 596.95 

και χ χ2 2
19 190 025 32 85 0 975 8 91( . ) . , ( . ) .= = . Άρα  

[
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= == =i
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i i
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iX X X X1
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Μπορούµε λοιπόν να πούµε ότι, σύµφωνα µε το τυχαίο δείγµα που πήραµε, η διασπορά του βά-
ρους των φοιτητών βρίσκεται µεταξύ του 18.17 και 70 µε συντελεστή εµπιστοσύνης 95%. Μπο-
ρούµε ισοδύναµα να πούµε ότι η τυπική απόκλιση του βάρους των φοιτητών θα είναι µεταξύ του 

=17.18 4.26 και του =70 8.36 µε συντελεστή εµπιστοσύνης 95%. 
 

δ. ∆ιάστηµα εµπιστοσύνης για το µέσο µ κανονικής κατανοµής όταν σ2 άγνωστο. Έστω 
Χ1,Χ2,...,Χn από Ν(µ,σ2) µε σ2 άγνωστο. Ζητάµε να βρούµε ένα διάστηµα µέσα στο οποίο βρίσκε-
ται το µ µε πιθανότητα 1−α. Θα ακολουθήσουµε τη γενική µεθοδολογία που περιγράφεται παρα-
πάνω για τη κατασκευή ενός δ.ε. 
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 1) Θα χρησιµοποιήσουµε και πάλι την εκτιµήτρια X  του µ. 

 2) Θα πρέπει να βρούµε µία συνάρτηση των X  και µ έστω h X( , )µ  της οποίας η κατανο-
µή να µην εξαρτάται από το µ. Αν όµως χρησιµοποιήσουµε την 

X
n

−µ
σ2 /

, 

που στην ουσία χρησιµοποιήσαµε στην παράγραφο (α) (δ.ε. για µ όταν σ2 γνωστό) θα φτάσουµε 
σε ένα δ.ε. του οποίου τα άκρα εξαρτώνται από το σ2. Κάτι τέτοιο όµως δεν θα ήταν αποδεκτό 
αφού στη συγκεκριµένη περίπτωση θεωρούµε ότι το σ2 είναι άγνωστο και άρα δεν θα µπορούσα-
µε να υπολογίσουµε τα άκρα του δ.ε. Αντί λοιπόν του σ2 στον παραπάνω τύπο θα χρησιµοποιή-
σουµε µία εκτιµήτριά του και συγκεκριµένα το S2. Έτσι λοιπόν θεωρούµε τη συνάρτηση 

T
X
S n

=
−µ
2 /

. 

Θα πρέπει όµως πριν προχωρήσουµε να προσδιορίσουµε την κατανοµή της παραπάνω τ.µ. Αυτή 
γράφεται ισοδύναµα και ως εξής: 

∑
=








 −
−

−

=

−

=
n

i

i XX
n

n
X

n
X
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1

2

2

2

σ1
1

σ/
µ

σ
S

σ/
µ

. 

Αποδεικνύεται ότι ο δειγµατικός µέσος X  και η δειγµατική διασπορά S2 ενός κανονικού δείγµα-
τος είναι ανεξάρτητες τ.µ. και εποµένως και οι τ.µ. που εµφανίζονται στο πηλίκο 

X
n
−µ

σ/
  και ( )

X Xi

i

n −

=
∑ σ

2

1
 

είναι ανεξάρτητες ως συναρτήσεις ανεξάρτητων τ.µ. Η πρώτη τ.µ. µπορεί πολύ εύκολα να δειχθεί 
ότι ακολουθεί κατανοµή Ν(0,1). Επίσης, η δεύτερη τ.µ., σύµφωνα µε παραπάνω πρόταση, ακο-
λουθεί κατανοµή χ 2

n-1 . Εποµένως εδώ έχουµε µία νέα κατανοµή η οποία προέρχεται είναι το πηλί-
κο δύο ανεξάρτητων τ.µ. που ακολουθούν γνωστές κατανοµές: µιας N(0,1) δια τη ρίζα µιας χ 2

n-1  
προς τους βαθµούς ελευθερίας της. Η νέα αυτή κατανοµή έχει µελετηθεί και πινακοποιηθεί για 
διάφορες τιµές του n. Καλείται κατανοµή του Student ή κατανοµή t και συµβολίζεται µε tn-1 (κα-
τανοµή t µε n−1 βαθµούς ελευθερίας). ∆ηλαδή σχηµατικά:  

T
X

n
N

n

t
n

n=
−

=

−

≡ −

µ
S χ2

-1
2/

( , )0 1

1

1 . 

Η σ.π.π. της νέας αυτής κατανοµής δίνεται παρακάτω για διάφορες τιµές της παραµέτρου n: 
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-3 -2 -1 1 2 3

0.1

0.2

0.3

0.4
 t100

 t4

 t2

 σ.π.π. κατανοµής
 tn για n=2,4,10,100

 
Παρατηρούµε ότι η κατανοµή αυτή είναι συµµετρική (αντίθετα από την χ n

2  για µικρές τιµές του 
n) και µοιάζει αρκετά µε την N(0,1). Αποδεικνύεται µάλιστα ότι για µεγάλες τιµές του n (n>30) η 
tn συµπίπτει µε την Ν(0,1) (βλ. Άσκηση 5.3. παρακάτω).  

Άρα, χωρίς να χρησιµοποιήσουµε το σ2, έχουµε τελικά ότι 

T
X
S n

tn=
−

−

µ
2 /

~ 1 , 

ενώ η κατανοµή αυτή δεν εξαρτάται από το µ. Προχωράµε λοιπόν στο επόµενο βήµα για την κα-
τασκευή δ.ε. για το µ.  

3) Υπολογίζουµε τις σταθερές c1, c2 έτσι ώστε  

P c
X

n
c a(

/
)1 2 1≤

−
≤ = −

µ
S2

 

ή, σύµφωνα µε παραπάνω παρατήρηση, έτσι ώστε 

P
X

n
c a P

X
n

c a(
/

) / , (
/

) /
−

> =
−

< =
µ

S
µ

S2 22 12 2 , 

από βρίσκουµε ότι 

c t a c t a t an n n2 1 1 1 12 1 2 2= =− − −− = −( / ), ( / ) ( / )  (λόγω συµµετρικότητας της t κατανοµής), 

όπου µε t an ( )  συµβολίζουµε το άνω α-σηµείο της κατανοµής tn µε n βαθµούς ελευθερίας (τα άνω 
α-σηµεία της κατανοµής tn είναι πινακοποιηµένα για διάφορες τιµές των α και n. Για n>30 µπο-
ρούµε προσεγγιστικά να πάρουµε ότι t a Zn a( )≈ ). 

4) Βρήκαµε λοιπόν ότι, 

P t a
X
S n

t a an n( ( / )
/

( / ))− ≤
−

≤ = −− −1 12 2 1
µ

2
, 

και λύνοντας ως προς µ θα έχουµε ότι  

P X
S
n

t a X
S
n

t a an n( ( / ) ( / ))− ≤ ≤ + = −− −1 12 2 1µ  

και εποµένως το 
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[ ( / ), ( / )]X
S
n

t a X
S
n

t an n− +− −1 12 2   

είναι ένα δ.ε. συντελεστού 1−α για το µ όταν το σ2 είναι άγνωστο. Σηµειώνεται ότι αν το δείγµα 
είναι αρκετά µεγάλο (π.χ. n>30) τότε t a Zn a( )≈ και το παραπάνω διάστηµα είναι σχεδόν ίσο µε το 

[ , ]/ /X
S
n

Z X
S
n

Za a− +2 2 . 

 Αξίζει και εδώ να παρατηρήσουµε ότι το παραπάνω δ.ε. εξακολουθεί να ισχύει και στην 
περίπτωση που τα Xi προέρχονται από οποιονδήποτε πληθυσµό (όχι απαραίτητα κανονικό), υπό 
την προϋπόθεση ότι το n είναι σχετικά µεγάλο (από το Κ.Ο.Θ., βλ. και Ασκ. 5.7). 
 

Παράδειγµα (συνέχεια). Αναφερόµενοι για άλλη µια φορά στο παράδειγµα µε το βάρος των φοι-
τητών, προκύπτει ότι ένα δ.ε. συντελεστού 1−α=95% για το µέσο βάρος µ θα είναι  

[ ( . ), ( . )]X
S

t X
S

t− +
20

0 025
20

0 02519 19 .  

Σηµειώνεται ότι τώρα δεν είναι απαραίτητη η ακριβής γνώση της τιµής του σ2. Αρκεί λοιπόν να 
υπολογίσουµε το άθροισµα S2 και να βρούµε από πίνακες την τιµή του t19 0 025( . ) . Θα έχουµε ότι  

S
n

X Xi
i

n
2 2

1

1
1

=
−

− =
=
∑ ( )

1
19

((73−74.55)2+(81−74.55)2+ . . . +(71−74.55)2)=31.42 

(ή εναλλακτικά, ( ) 42.31)55.7420)71...73(( 222
19
122

11
12 =⋅−++=−∑= =− XnXS i

n
in ) και )025.0(t19  

=2.093. Άρα το παραπάνω δ.ε. θα είναι της µορφής 

]17.77,92.71[]093.2
20

42.3155.74,093.2
20

42.3155.74[ =+− . 

Μπορούµε λοιπόν να πούµε ότι, σύµφωνα µε το τυχαίο δείγµα που πήραµε, το µέσο βάρος των 
φοιτητών της σχολής βρίσκεται µεταξύ του 71.92 και του 77.17 µε συντελεστή εµπιστοσύνης  
95%.  
 

Άσκηση 5.1. Θέλοντας να εκτιµήσουµε τη µέση τιµή µ του λίτρου της βενζίνης στα πρατήρια των 
Αθηνών επισκεφτήκαµε τυχαία n=10 βενζινάδικα από όπου καταγράψαµε τις τιµές (σε δρχ): 

280.3, 282.8, 278.5, 283.1, 290.0, 284.9, 284.4, 279.8, 291.1, 286.7 .  

α) Να δώσετε ένα δ.ε. συντελεστού 95% για τη µέση τιµή µ του λίτρου της βενζίνης στα πρατήρια 
του λεκανοπεδίου. Ποίο θα ήταν το αντίστοιχο δ.ε. αν ήταν γνωστό ότι σ=4; 

β) Να δώσετε δ.ε. συντελεστού 95% για τη διασπορά και την τυπική απόκλιση της τιµής στο λε-
κανοπέδιο. Ποίο θα ήταν το αντίστοιχο δ.ε. αν ήταν γνωστό ότι µ=280;  

(Υποθέστε ότι οι τιµές της βενζίνης στα διάφορα πρατήρια ακολουθούν κανονική κατανοµή).  

Λύση. Από τις παραπάνω 10 παρατηρήσεις βρίσκουµε ότι 

X =
1

10
(280.3+282.8+278.5+283.1+290.0+284.9+284.4+279.8+291.1+286.7)=284.16 

και  

9
1)(

1
1

1

22 =−
−

= ∑
=

n

i
i XX

n
S ((280.3−284.16)2+(282.8−284.16)2+ . . . +(286.7−284.16)2)=17.5827 . 
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(ή εναλλακτικά, ( ) 5827.17)16.28410)286...3.280(( 222
9
122

11
12 =⋅−++=−∑= =− XnXS i

n
in ). 

α) Το δείγµα είναι σχετικά µικρό και για αυτό θα χρησιµοποιήσουµε την κατανοµή t. Ένα δ.ε. συ-
ντελεστού 95% µια το µ  όταν το σ είναι άγνωστο θα είναι 

]262.2
10

58.1716.284,262.2
10

58.1716.284[)]2/(),2/([ 11 +−=+− −− at
n

SXat
n

SX nn  

         ]16.287,16.281[= . 

όπου 1−α=95% και t9(0.025) =2.262.  

 Στην περίπτωση που είναι γνωστό ότι σ=4, θα έχουµε το δ.ε. 95% για το µ: 

[ , ] [ . . , . . ] [ . , . ]/ /X
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Z X
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σ σ 4 4

2 2 284 16
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196 284 16
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196 28168 286 64 . 

 

β) Ένα δ.ε. για το σ2 όταν µ άγνωστο είναι 
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Επίσης, ένα δ.ε. για το σ θα είναι το  

[ . , . ] [ . , . ]8 32 58 609 2 88 7 65= . 

Στην περίπτωση που είναι γνωστό ότι µ=280, θα έχουµε το δ.ε. 95% για το σ2: 
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Υπολογίζουµε ότι 

( )Xi
i

n

−
=
∑ µ 2

1
=((280.3−280)2+(282.8−280)2+ . . . +(286.7−280)2)= 331.3 

(ή εναλλακτικά, )3.331)28016.284(1058.179)()1()( 2222
1 =−⋅+⋅=−+−=−∑ = µµ XnSnX i

n
i  

και επειδή χ χ2 2
10 100 025 20 48 0 975 325( . ) . , ( . ) .= =  θα έχουµε τελικά τα δ.ε. 95% για το σ2 και για το σ 

αντίστοιχα: 

]93.101,17.16[]
3.25

3.331,
48.20
3.331[ =  και ]09.10,02.4[]93.101,17.16[ = . 

 

Άσκηση 5.2. Έστω ότι επιθυµούµε να εκτιµήσουµε το µέσο χρόνο που κάνει ένα τρένο του Με-
τρό για να µεταβεί από το σταθµό Α στο σταθµό Β. Χρονοµετρώντας τη διαδροµή  αυτή 10 φορές 
σηµειώνουµε τους χρόνους (σε seconds)  

357, 337, 351, 357, 350, 352, 360, 353, 377, 372 . 

α) Να δοθεί ένα δ.ε. συντελεστού 99% για το µέσο χρόνο µετάβασης. β) Να δοθεί ένα δ.ε. συντε-
λεστού 99% για την τυπική απόκλιση του χρόνου µετάβασης. (Υποθέστε ότι οι χρόνοι είναι κανο-
νικοί).  

Λύση. Από τις παραπάνω 10 παρατηρήσεις βρίσκουµε ότι 

X =
1

10
(357 + 337 +351 + 357 + 350 + 352 + 360 + 353 + 377 + 372) = 356.6 
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και  

S 2 1
9

= ((357−356.6)2+(337−356.6)2+ . . . +(372−356.6)2)= 128.711 . 

α) Το δείγµα είναι σχετικά µικρό και για αυτό θα χρησιµοποιήσουµε την κατανοµή t. Ένα δ.ε. συ-
ντελεστού 99% µια το µ  θα είναι 

[ ( / ), ( / )] [ .
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, .
.

]X
S
n

t a X
S
n

t an n− + = − +− −1 12 2 356 6
128 711

10
356 6

128 711
10

3.250 3.250  
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όπου 1−α=99% και t9(0.005) =3.250.  
β) Ένα δ.ε. για το σ2 όταν µ άγνωστο είναι 
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Εποµένως ένα δ.ε. για το σ συντελεστού 99% θα είναι το  [ . , . ] [ , . ]4910 669 59 7 2587= . 

 

Άσκηση 5.3. Αποδείξτε ότι χ 2
n aa n nZ( )≈ + 2  για µεγάλες τιµές του n.  

Λύση. Γνωρίζουµε ότι αν οι τ.µ. Υ1,Υ2,...,Υn ακολουθούν τυπική Ν(0,1) κανονική κατανοµή τότε η 
τ.µ. 

Y Yi
i

n

n=
=
∑ 2

1
~ χ 2  

ακολουθεί κατανοµή χι-τετράγωνο µε n βαθµούς ελευθερίας (από ορισµό). Θέτοντας Xi  = Yi
2 , 

γνωρίζουµε από το Κ.Ο.Θ. ότι για µεγάλα n ισχύει 

)1,0(~
)(

)(
1 N

XnV

XnEX

i

i

n

i
i −∑

= . 

Επειδή, οι τ.µ. X Yi i= 2  ακολουθούν χ 2
1  κατανοµή (βλ. παραπάνω πρόταση) και η µέση τιµή και 

διασπορά µιας χ2
k  είναι k και 2k αντίστοιχα, θα έχουµε ότι, για µεγάλα n, 

Z
Y n

n
N=

−
2

0 1~ ( , ) . 

Άρα ασυµπτωτικά ισχύει ότι χ 2
n N n n≈ ( , )2 . Το γεγονός αυτό µπορεί να επαληθευτεί και από το 

γράφηµα της σ.π.π. της κατανοµής χ 2
n  που παρουσιάζεται στο προηγούµενο κεφάλαιο. Στο γρά-

φηµα αυτό παρατηρούµε ότι για n>30 η σ.π.π. της χ 2
n  συµπίπτει µε την σ.π.π µιας κανονικής κα-

τανοµής. Το άνω α-σηµείο χ 2
n a( )  ορίζεται, σύµφωνα µε τα παραπάνω, ώστε: 

aaYP n =))(χ>( 2 . 

Για µεγάλο n η παραπάνω ισοδυναµεί µε 
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Άσκηση 5.4. Έστω ότι θέλουµε να εκτιµήσουµε το µέσο χρόνο ζωής των αρρένων κατοίκων µιας 
συγκεκριµένης περιοχής. Για το σκοπό αυτό ελήφθη τ.δ. µεγέθους n=200 ανδρών. Βρέθηκε ότι, 

Xi
i=
∑ =
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13959.6,            Xi
i

2

1

200

=
∑ = 977265. 

Υποθέτοντας ότι οι χρόνοι ζωής είναι κανονικοί, α) Να βρείτε ένα δ.ε. συντελεστού 95% για το 
µέσο χρόνο ζωής και β) Να βρείτε ένα δ.ε. συντελεστού 95% για την τυπική απόκλιση του χρόνου 
ζωής των ανδρών της περιοχής.  

Λύση. Πριν προχωρήσουµε θα πρέπει να υπολογίσουµε τις εκτιµήτριες X  και S2. Για το δειγµα-
τικό µέσο θα ισχύει ότι 
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ενώ για τη δειγµατική διασπορά θα έχουµε 
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α) Σύµφωνα µε τα παραπάνω, ένα δ.ε. συντελεστού 95% για το µ  θα είναι 

[ ( / ), ( / )]X
S
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t a X
S
n

t an n− +− −1 12 2 )]025.0(
200

63.14798.69),025.0(
200
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Επειδή το µέγεθος του δείγµατος είναι αρκετά µεγάλο (>30), προκύπτει ότι t199 0 025( . )=  Ζ0.025 = 
1.96 και άρα τελικά το παραπάνω δ.ε. συντελεστού 95% για το µέσο χρόνο ζωής θα είναι: 
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β) Ένα δ.ε. για το σ2 όταν µ άγνωστο είναι 
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Επειδή το µέγεθος n του δείγµατος είναι αρκετά µεγάλο (n>100), είναι γνωστό ότι χ 2
n a( )≈  

n nZa+ 2 , και εποµένως ένα δ.ε. για το σ2 όταν το n είναι µεγάλο θα είναι το   
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(χρησιµοποιήσαµε και ότι Z1-a = −Za) και αντικαθιστώντας θα έχουµε τελικά το δ.ε. 
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Τέλος, ένα δ.ε. για το σ συντελεστού 95% θα είναι το 

[ . , . ] [ . , . ]12 22 18 20 349 4 26= . 

 

Άσκηση 5.5.  Έστω ότι θέλουµε να κατασκευάσουµε δ.ε. συντελεστού 1−α για το µέσο µ κανονι-
κής κατανοµής. α) Να βρείτε το ελάχιστο µέγεθος του δείγµατος n που πρέπει να πάρουµε ώστε 
το δ.ε. να έχει πλάτος το πολύ c (το σ είναι γνωστό). Να γίνει εφαρµογή για 1−α = 99%, σ=1, 
c=0.1. β) Να βρείτε το ελάχιστο n ώστε το δ.ε. να έχει πλάτος το πολύ σ. (1−α=99%). γ) Αν στο 
(α) το σ είναι άγνωστο, εκτιµήστε το µέγεθος n του δείγµατος που πρέπει να πάρουµε χρησιµο-
ποιώντας ένα αρχικό βοηθητικό δείγµα µεγέθους n1 (υποθ. ότι n: µεγάλο) 

Λύση. α) Το δ.ε. συντελεστού 1−α για το µέσο µ όταν στο σ είναι γνωστό είναι της µορφής 

[ , ]/ /X
n

Z X
n

Za a− +
σ σ

2 2 . 

Ζητάµε το µέγεθος n του δείγµατος που πρέπει να πάρουµε ώστε το εύρος του παραπάνω διαστή-
µατος είναι το πολύ c, δηλαδή, 

2 2
σ
n

Z ca / ≤  

και εποµένως, θα πρέπει 

n
c

Za≥4 2 2
2σ2

/ . 

Αντικαθιστώντας, όπου 1−α=99%, σ=1 και c=0.1 θα πρέπει 

n Z≥ = =4
01 0 01

2 58 2662 562 0 005
2 21 42

. .
. .. . 

Άρα τελικά n=2663. 

β) Λαµβάνοντας c=σ στο πρώτο ερώτηµα θα έχουµε άµεσα ότι 

n Z Za a≥ =4 42 2
2

2
2σ

σ

2

/ / . 

Άρα, για 1−α=99% θα έχουµε ότι n ≥ ⋅ =4 2 582. 26.62 και άρα n = 27. 

γ) Από το (α) είδαµε ότι το µέγεθος του δείγµατος που πρέπει να πάρουµε ώστε το δ.ε. να έχει 
πλάτος c είναι  

n
c

Za0 2 2
24=

σ2

/ . 

Ζητείται η εκτίµηση της παραπάνω ποσότητας η οποία µπορεί να θεωρηθεί ως µία παραµετρική 
συνάρτηση g( )σ2  του (άγνωστου) σ2. Θα χρησιµοποιήσουµε αντί του σ2, την ε.µ.π. του σ2. Για το 
σκοπό αυτό θα χρησιµοποιήσουµε, σύµφωνα µε υπόδειξη της εκφώνησης, ένα αρχικό βοηθητικό 
δείγµα µεγέθους n1. Γνωρίζουµε ότι η ε.µ.π. της διασποράς σ2 κανονικού δείγµατος µεγέθους n1 
είναι η  
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και από την Πρόταση 4.8. (αναλλοίωτου της ε.µ.π.) θα έχουµε ότι η ε.µ.π. του n0= g( )σ2  είναι  
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Αξίζει εδώ να επισηµάνουµε ότι σε ανάλογες περιπτώσεις όπου είναι αναγκαστική η εκλογή ενός 
αρχικού δείγµατος µεγέθους n1, λαµβάνουµε το n1 σχετικά µικρό ώστε το τελικό n0 να είναι µεγα-
λύτερο του αρχικού n1. Συνήθως, αφού εκτιµήσουµε το n0, παίρνουµε ακόµη δείγµα µεγέθους 
∧

0n − n1 και χρησιµοποιώντας και το αρχικό δείγµα µεγέθους n1, σχηµατίζουµε το τελικό δείγµα 
µεγέθους n0. 
 

Άσκηση 5.6. Μία εταιρία συσκευασίας ενός προϊόντος (π.χ. ζάχαρης ή chips) επιθυµεί να εκτιµή-
σει το µέσο βάρος της συσκευασίας ενός ορισµένου τύπου (π.χ. συσκευασία που αναγράφει ότι 
περιέχει 100γρ) η οποία εξέρχεται από την παραγωγική διαδικασία. Για να µπορέσει η εταιρία 
αξιόπιστα να κρίνει αν η παραγωγή γίνεται ορθά, επιθυµεί να εκτιµήσει το µέσο βάρος έχοντας 
ακρίβεια δέκατου του γραµµαρίου µε συντελεστή εµπιστοσύνης 95%. Λαµβάνοντας ένα αρχικό 
(βοηθητικό) δείγµα µεγέθους n1=100 (και βρίσκοντας S1=2.12) να βρεθεί µία σηµειακή εκτίµηση 
και ένα δ.ε. 90% για το τελικό µέγεθος n του δείγµατος που πρέπει να ληφθεί (υποθ. ότι τα βάρη 
κατανέµονται κανονικά). 

Λύση. Από την Άσκηση 5.5 γνωρίζουµε ότι το µέγεθος του δείγµατος που πρέπει να πάρουµε εί-
ναι  

n
c

Za=4 2 2
2σ2

/ , 

όπου εδώ το εύρος c = 0.1 και α = 0.05. Η διασπορά σ2 του βάρους στις συσκευασίες είναι άγνω-
στη. Οπότε, σύµφωνα και µε υπόδειξη της εκφώνησης, λαµβάνουµε αρχικό δείγµα µεγέθους n1 
από όπου βρίσκουµε δειγµατική διασπορά S1=2.12. Μία σηµειακή εκτίµηση για το n (σύµφωνα 
και µε την Άσκηση 5.5) θα είναι 
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Οπότε πρέπει να πάρουµε ακόµη δείγµα περίπου 1nn−
∧

 = 6906−100 ≈ 6800 συσκευασιών.  

Γνωρίζουµε ότι ένα δ.ε. συντελεστού 1−α΄=90% για το σ2 βάσει του αρχικού δείγµατος 
µεγέθους n1 είναι 
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Αναζητούµε ένα δ.ε. συντελεστού 1−α΄ για το 
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και εποµένως ένα δ.ε. συντελεστού 1−α=90% (α=0.1) για το n θα είναι 
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Άρα τελικά για να έχουµε µία εκτίµηση του µέσου βάρους κάθε συσκευασίας ακρίβειας δέκατου 
του γραµµαρίου µε συντελεστή εµπιστοσύνης 95% θα πρέπει, σύµφωνα µε το βοηθητικό δείγµα 
που ελήφθη, να εκλέξουµε τελικό δείγµα µεγέθους περίπου 6906 συσκευασιών. Επιπλέον, µπο-
ρούµε να πούµε ότι το τελικό µέγεθος του δείγµατος δεν µπορεί να είναι µικρότερο από 5498 η 
µεγαλύτερο του 8773 µε συντελεστή εµπιστοσύνης 90%.  
 

Άσκηση 5.7. Έστω Χ1,Χ2,...,Χn τ.δ. από µία άγνωστη κατανοµή µε µέσο µ και διασπορά σ2. ∆εδο-
µένου ότι το µέγεθος n του δείγµατος είναι αρκετά µεγάλο, να κατασκευάσετε προσεγγιστικό δ.ε. 
για το µ συντελεστού 1−α. 

Λύση. Παρατηρούµε ότι εδώ το τ.δ. δεν είναι απαραίτητα κανονικό και για αυτό δεν µπορούµε να 
χρησιµοποιήσουµε απευθείας το γνωστό δ.ε. για το µέσο κανονικής κατανοµής όταν το σ2 είναι 
γνωστό. Μπορούµε όµως µέσω του Κ.Ο.Θ. να χρησιµοποιήσουµε κανονική προσέγγιση και να 
φτάσουµε σε παρόµοιο δ.ε. Πράγµατι, από το Κ.Ο.Θ. θα ισχύει ότι 

∑ −
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n

X
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0 1
µ

σ
µ
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και εποµένως, 
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≤− 1)
/σ
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Άρα ένα προσεγγιστικό δ.ε. συντ. 1−α για το µ όταν το σ2 είναι γνωστό θα είναι και πάλι το 

]σ,σ[ 2/2/ aa Z
n

XZ
n

X +− . 

Τέλος, στην περίπτωση που το σ2 είναι άγνωστο, υποθέτοντας ότι S2 ≈ σ2
  (η S2 είναι συνεπής ε-

κτιµήτρια του σ2 και άρα S2 → σ2 για n→∞) προκύπτει το (προσεγγιστικό) δ.ε. για το µ συντελε-
στού 1−α, 

],[ 2/2/ aa Z
n

SXZ
n

SX +−  . 

 

ε. διάστηµα εµπιστοσύνης για ποσοστό p. 
 Έστω ότι θέλουµε να κατασκευάσουµε δ.ε. για το ποσοστό p ενός πληθυσµού που έχει 
κάποιο χαρακτηριστικό. Αν πάρουµε ένα τ.δ. Χ1, Χ2, ..., Χn από αυτόν τον πληθυσµό και θέσουµε 
Χi=1 αν το i-άτοµο του δείγµατος έχει το προς εξέταση χαρακτηριστικό και Χi=0 διαφορετικά τό-
τε, ως γνωστό, οι παρατηρήσεις Xi θα ακολουθούν διωνυµική κατανοµή Β(ν=1,p). Ειδικότερα, 

P X p P X pi i( ) , ( )= = = = −1 0 1   ή ισοδύναµα P X x p p xi
x x( ) ( ) , ,= = − =−1 0 11 . 

Γνωρίζουµε ότι το δειγµατικό ποσοστό ή δειγµατικός µέσος X  αποτελεί µία συνεπή εκτιµήτρια 
του p (αποδεικνύεται ότι είναι και αµερόληπτη εκτιµήτρια ελαχίστης διασποράς). Επίσης, από το 
Κ.Ο.Θ. συµπεραίνουµε ότι για µεγάλο n (>30), 
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Άρα έχουµε βρει µία σ.σ., συγκεκριµένα την X , της οποίας η κατανοµή εξαρτάται από το p, και 
επίσης έχουµε βρει µία συνάρτηση αυτής h( X ,p)= ( )/ ( )/X p p p n− −1  της οποίας η κατανοµή 
δεν εξαρτάται από το p. Σύµφωνα µε τη γενική µέθοδο κατασκευής δ.ε. αρκεί στο επόµενο βήµα 
να βρούµε σταθερές c1, c2 τέτοιες ώστε  
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Είναι εύκολο να δούµε, όπως και στην περίπτωση (α) ότι, για  µεγάλο n, 
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και αν λύσουµε ως προς p την παραπάνω διπλή ανισότητα προκύπτει ένα δ.ε. συντελεστού 1−α 
για το p της µορφής, 
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το οποίο, επειδή έχουµε εξαρχής υποθέσει ότι το n είναι µεγάλο και άρα Z na / /2
2 0≈ , θα είναι σχε-

δόν ίσο µε το 

[
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,
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]/ /X
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n
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−

+
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Εξάλλου, το παραπάνω δ.ε. προκύπτει και αν θεωρήσουµε ότι για µεγάλο n ισχύει ότι 
X X

n
p p

n
( ) ( )1 1−

≈
−

 

και άρα από την παραπάνω αρχική ανισότητα 
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θα παίρναµε ότι 

X
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Η παραπάνω παραδοχή γίνεται πάντα αποδεκτή στην πράξη για αρκετά µεγάλα δείγµατα (n≥100) 
ενώ για µέτρια δείγµατα (30<n<100) µπορούµε αν θέλουµε να ακολουθήσουµε µία πιο συντηρη-
τική διαδικασία και να πάρουµε δ.ε. µε επίπεδο σηµαντικότητας 1−α αντί συντελεστού 1−α (δη-
λαδή η πιθανότητα το p να ανήκει στο δ.ε. να είναι τουλάχιστον 1−α αντί να είναι ίση µε 1−α). 
Αυτό γίνεται εύκολα λαµβάνοντας ως δ.ε. το µεγαλύτερο διάστηµα, 

[ , ]/ /X
Z

n
X

Z
n

a a− +2 2

4 4
. 

Πράγµατι, το παραπάνω δ.ε. περιέχει πάντα το  

[
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,
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]/ /X
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n
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διότι αποδεικνύεται εύκολα ότι p p( ) /1 1 4− ≤  για p∈[0,1].  

 Άρα τελικά ως δ.ε. για το p συντελεστού 1−α έχοντας δείγµα n>30 θα θεωρούµε το  

[
( )

,
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]/ /X
X X

n
Z X

X X
n

Za a−
−

+
−1 1

2 2 , 

εκτός από την περίπτωση κατά την οποία 30<n<100 και δεν µας πειράζει να πάρουµε ένα πιο «µε-
γάλο» δ.ε. προκειµένου να διασφαλίσουµε ότι αυτό θα έχει συντελεστή εµπιστοσύνης σίγουρα 
µεγαλύτερο του 1−α (και όχι προσεγγιστικά ίσο µε 1−α όπως το παραπάνω). Σε αυτή τη δεύτερη 
περίπτωση ως δ.ε. για το p σε επίπεδο σηµαντικότητας 1−α θα θεωρούµε το 

[ , ]/ /X
Z

n
X

Z
n

a a− +2 2

4 4
. 

 

Άσκηση 5.8. Έστω ότι ένα µεγάλο κόµµα θέλει να εκτιµήσει το ποσοστό p των ψηφοφόρων µιας 
µεγάλης πόλης που προτίθενται να το ψηφίσουν στις επερχόµενες βουλευτικές εκλογές. Το αντί-
στοιχο ποσοστό σε ένα τυχαίο δείγµα n=500 ψηφοφόρων βρέθηκε ίσο µε 40%. α) Μεταξύ ποίων 
ορίων βρίσκεται το πραγµατικό ποσοστό p µε συντελεστή εµπιστοσύνης 95%; β) Αν η πόλη έχει 
m = 1000000 ψηφοφόρους να δώσετε δ.ε. 95% για τον αριθµό των ψήφων που θα λάβει το κόµµα. 
γ) Πόσο περίπου παραπάνω δείγµα πρέπει να πάρουµε για να έχουµε δ.ε. 95% εύρους 2%. 

Λύση. α) Έστω Χ1,Χ2,...,Χn, οι απαντήσεις των n=500 ψηφοφόρων του τ.δ. ώστε Χi=1 αν o i-
ψηφοφόρος προτίθεται να ψηφίσει το συγκεκριµένο κόµµα και Χi=1 διαφορετικά. Προφανώς, το 
τ.δ. Χ1,Χ2,...,Χn προέρχεται από Β(1,p) κατανοµή (P(Xi=1)=p, P(Xi=0)=1−p). Ζητάµε δ.ε. συντελε-
στού 95% για το p. To δ.ε. σύµφωνα µε τα παραπάνω θα είναι: 
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Άρα το πραγµατικό ποσοστό p βρίσκεται µεταξύ του 35.7% και του 44.3% µε συντελεστή εµπι-
στοσύνης 95%.  

 β) Ο αριθµός των ψήφων του κόµµατος θα είναι m⋅p και εποµένως ζητάµε δ.ε. 95% για το 
m⋅p. Γνωρίζουµε ότι  
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XXXUZ
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και εποµένως amUmpmLP −=≤≤ 1)( . Άρα ένα δ.ε. 95% για τον αριθµό των ψήφων του κόµ-
µατος θα είναι το  

]443000,357000[]443.0,357.0[1000000],[ =⋅=⋅ ULm . 

γ) Το εύρος του διαστήµατος στο (α) είναι ίσο µε 44.3%−35.7% = 8.6%. Έστω ότι για να 
γίνει ίσο µε 2% πρέπει να πάρουµε δείγµα µεγέθους n1. Έστω επίσης ′X  το αντίστοιχο δειγµατι-
κό ποσοστό από το δείγµα αυτό. Θα πρέπει να ισχύει ότι 

2
1

0 02
1

2

′ − ′
≈

X X
n

Za

( )
./  

ή ισοδύναµα 

n
X X

Za1 2 2
24

1
0 02

≈
′ − ′( )

. / , 



 

Boutsikas M.V. (2003), Σηµειώσεις Στατιστικής ΙΙΙ,  
Τµήµα Οικονοµικής Επιστήµης, Πανεπιστήµιο Πειραιώς. 71

και αν υποθέσουµε ότι θα βρούµε και πάλι ′X  περίπου ίσο µε 40% θα έχουµε τελικά ότι 

n1 2
24

0 4 1 0 4
0 02

196 9220≈
−

=
. ( . )

.
. . 

Άρα θα πρέπει να πάρουµε παραπάνω δείγµα περίπου 9220−500=8720 ψηφοφόρων. 
 

Άσκηση 5.9. Ένα ποσοστό της παραγωγής ηλεκτρικών λαµπτήρων ενός εργοστασίου είναι ελατ-
τωµατικό. Για την εκτίµηση του άγνωστου αυτού ποσοστού λαµβάνεται δείγµα από 100 λυχνίες 
από τις οποίες οι 12 βρέθηκαν ελαττωµατικές. α) Να βρεθεί δ.ε. εντός του οποίου µε συντελεστή 
εµπιστοσύνης 95% θα περιέχεται το πραγµατικό ποσοστό ελαττωµατικών του πληθυσµού. β) Πό-
σο περίπου δείγµα πρέπει να πάρουµε ώστε να έχουµε δ.ε. 99% εύρους 3%; 

Λύση. Έστω Χ1,Χ2,...,Χn, το τ.δ. µεγέθους n=100 λαµπτήρων ώστε Χi=1 αν ο i-λαµπτήρας είναι 
ελαττωµατικός και Χi=0 διαφορετικά. Το τ.δ. Χ1,Χ2,...,Χn προέρχεται από Β(1,p) κατανοµή 
(P(Xi=1)=p, P(Xi=0)=1−p). Σύµφωνα µε την εκφώνηση βρέθηκε ότι  

X
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Το δ.ε. συντελεστού 95% για το p θα είναι: 
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δηλαδή το ποσοστό ελαττωµατικών λαµπτήρων της παραγωγής βρίσκεται µεταξύ του 5.6% και 
του 18.4% µε συντελεστή εµπιστοσύνης 95%. 

γ) Έστω ότι για να πάρουµε δ.ε. συντελεστού 1−a και εύρους 3% πρέπει να πάρουµε δείγ-
µα µεγέθους n1. Έστω επίσης ′X  το αντίστοιχο δειγµατικό ποσοστό από το δείγµα αυτό. Θα πρέ-
πει να ισχύει ότι 
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και υποθέτοντας ότι θα βρούµε και πάλι ′X περίπου ίσο µε 0.12 θα έχουµε τελικά ότι (α=1%) 
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Άρα θα πρέπει να πάρουµε δείγµα περίπου 3124 λυχνιών. 
 

Άσκηση 5.10. Σε µία έρευνα απασχολήσεως επιθυµούµε να προσδιορίσουµε το ποσοστό των α-
νέργων p κατά τρόπο ώστε η εκτίµησή µας να αποκλίνει του πραγµατικού ποσοστού λιγότερο του 
10% αυτού µε πιθανότητα 95%. (Στην τελευταία απογραφή είχε βρεθεί ποσοστό ανέργων 5%). 
Πόσο περίπου είναι το απαιτούµενο µέγεθος δείγµατος; 
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Λύση. Αν n είναι το απαιτούµενο µέγεθος του δείγµατος και X  το αντίστοιχο δειγµατικό ποσο-
στό θα πρέπει να ισχύει  

P X p p( . ) .− ≤ =01 0 95. 

Γνωρίζουµε όµως ότι για µεγάλο δείγµα ισχύει ότι 
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και εποµένως 

 P X p p P p X p p( . ) . ( . . ) .− ≤ = ⇔ − ≤ − ≤ =01 0 95 01 01 0 95 

⇔ −
−

≤
−
−

≤
−

=P
p

p p n
X p

p p n
p

p p n
(

.
( )/ ( )/

.
( )/

) .
01
1 1

01
1

0 95 

2/05.0/)1(
1.0 Z

npp
p

=
−

⇔  

730096.1
05.01.0

05.01
1.0

1
1.0

)1( 2
2

2
025.02

2
025.022 =

⋅
−

≈
−

=
−

=⇔ Z
p
pZ

p
ppn . 

 

στ. ∆ιάστηµα εµπιστοσύνης για τη διαφορά των µέσων δύο ανεξάρτητων κανονικών πληθυ-
σµών 

Έστω X X Xn1 2 1
, ,...,  και Y Y Yn1 2 2

, ,...,  δύο ανεξάρτητα δείγµατα από Ν(µ1,σ1
2 ) και Ν(µ2,σ2

2 ) 
αντίστοιχα. Ζητάµε δ.ε. συντελεστού 1−α για τη διαφορά των µέσων µ1−µ2. ∆ιαστήµατα αυτής 
της µορφής χρησιµοποιούνται συνήθως για τη σύγκριση των δύο µέσων.  

Θα εξετάσουµε αρχικά την περίπτωση που οι διασπορές είναι γνωστές. Θα χρησιµοποιή-
σουµε τους δειγµατικούς µέσους X  και Y  των δειγµάτων X X Xn1 2 1

, ,...,  και Y Y Yn1 2 2
, ,...,  αντίστοι-

χα. Είναι γνωστό ότι  
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και οι τ.µ. X  και Y  είναι ανεξάρτητες διότι προέρχονται από ανεξάρτητα µεταξύ τους τ.δ. Συνε-
πώς, σύµφωνα µε την Πρόταση 2.3, η τ.µ. X Y−  θα ακολουθεί και αυτή κανονική κατανοµή µε 
µέση τιµή  Ε( X Y− ) = Ε( X ) − Ε(Y ) = µ1−µ2 και διασπορά, 
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Εποµένως, από την Πρόταση 1.2., 
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Άρα, όµοια και µε τις προηγούµενες περιπτώσεις, 
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και συνεπώς, λύνοντας ως προς µ1−µ2 βρίσκουµε ότι το 
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1 2 1 22 2  

είναι δ.ε. συντελεστού 1−α για τη διαφορά µ1−µ2 όταν τα σ1, σ2 είναι γνωστά. 

Στην περίπτωση τώρα που τα σ1
2 ,σ2

2  είναι άγνωστα αλλά ίσα, δηλαδή, σ σ σ1
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2
2 2= =  προχω-

ράµε ακολουθώντας τα ίδια βήµατα µε παραπάνω και άρα 
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Επίσης, αν 2
1S  και 2

2S  είναι οι δειγµατικές διασπορές από τα δύο δείγµατα, τότε διαπιστώνουµε 
ότι 
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(το άθροισµα ανεξάρτητων χι-τετράγωνο κατανοµών µε β.ε. a και b αντίστοιχα, ακολουθεί και 
αυτό χι-τετράγωνο κατανοµή µε β.ε. a + b, βλ. ιδιότητες της κατανοµής Γάµµα, Κεφ. 4). Επειδή 
όπως έχουµε ήδη αναφέρει και παραπάνω, οι δειγµατικοί µέσοι και οι δειγµατικές διασπορές από 
κανονικά δείγµατα είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους τ.µ., θα έχουµε τελικά ότι, 
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και όµοια και µε την παράγραφο (δ) βρίσκουµε ότι 
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και τελικά, λύνοντας ως προς µ1 − µ2 βρίσκουµε ότι το 
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είναι δ.ε. συντελεστού 1−α για τη διαφορά µ1−µ2 όταν τα σ1, σ2 είναι άγνωστα αλλά ίσα. 
 Συνήθως, θα υποθέτουµε ότι οι διασπορές των προς εξέταση πληθυσµών είναι ίσες εκτός 
εάν υπάρχει σαφής ένδειξη για το αντίθετο. 

Άσκηση 5.11. Έστω µ1 και µ2 οι µέσοι χρόνοι εξυπηρέτησης των πελατών από δύο ταµίες µιας 
τράπεζας. Αν  

234, 99, 234, 174, 188, 107, 173, 172 
και 

105, 194, 77, 33, 159, 150, 167, 127, 169, 166 

είναι δειγµατοληπτικά κάποιοι χρόνοι (σε sec) εξυπηρέτησης των δύο αυτών υπαλλήλων αντί-
στοιχα, να βρείτε δ.ε. συντελεστού 95% για τη διαφορά µ1−µ2 υποθέτοντας ότι οι χρόνοι εξυπηρέ-
τησης είναι κανονικοί Ν(µ1,σ1

2 ) και Ν(µ2,σ2
2 ) µε σ1=σ2=40 sec. Με βάση το συγκεκριµένο δ.ε. 

µπορούµε να πούµε ότι οι δύο υπάλληλοι έχουν διαφορετική απόδοση; 
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Λύση. Από την παραπάνω παράγραφο έχουµε ότι το δ.ε. συντελεστού 1−α για τη διαφορά µ1−µ2 
είναι 

[( ) , ( ) ]/ /X Y Z X Y Zn n a n n a− − + − + +σ σ σ σ1
2

2
2

1
2

2
2

1 2 1 22 2 . 

Οι αντίστοιχοι δειγµατικοί µέσοι από τα δύο παραπάνω δείγµατα υπολογίζονται 

X =172 625.  και Y =134 7.  

και συνεπώς το παραπάνω δ.ε. θα είναι ίσο µε 

[( . . ) . , ( . . ) . ]172 625 134 7 40 196 172 625 134 7 40 1968 10 8 10− − + − + +1 1 1 1  = [ . , . ]0 73 7511 . 

Παρατηρούµε ότι η πραγµατική διαφορά βρίσκεται µεταξύ του 0.73 και του 75.11 µε συντελεστή 
εµπιστοσύνης 95%. Εποµένως µ1−µ2>0.73 µε συντελεστή εµπιστοσύνης 95%, και άρα µπορούµε 
να πούµε ότι οι δύο υπάλληλοι έχουν διαφορετική απόδοση µε «βεβαιότητα» ή συντελεστή εµπι-
στοσύνης τουλάχιστον 95%. Μάλιστα, ο πρώτος υπάλληλος φαίνεται να έχει µικρότερη απόδοση 
από το δεύτερο. 
 

Άσκηση 5.12. Έστω µ1 η µέση τιµή πώλησης ενός προϊόντος σε µία περιοχή Α και µ2 η µέση τιµή 
πώλησης του ίδιου προϊόντος σε µία περιοχή Β. Η µέση τιµή και η διασπορά ενός τ.δ. 10 τιµών 
πώλησης από την περιοχή Α βρέθηκε 100.9 και 8.76667 αντίστοιχα. Επίσης, η µέση τιµή και η 
διασπορά ενός τ.δ. 20 τιµών πώλησης από την περιοχή Β βρέθηκε 104.45 και 12.9974 αντίστοιχα. 
Αν υποθέσουµε ότι οι τιµές κατανέµονται κανονικά και µε ίση (αλλά άγνωστη) διασπορά και στις 
δύο περιοχές, να βρείτε δ.ε. συντελεστού 95% για τη διαφορά µ1−µ2.  Μπορούµε µε βάση το δ.ε. 
να πούµε ότι η µέση τιµή πώλησης στην περιοχή Α είναι διαφορετική από την αντίστοιχη στην 
περιοχή Β; 

Λύση. Είναι γνωστό ότι ένα δ.ε. συντελεστού 1−α για τη διαφορά µ1−µ2 όταν οι διασπορές των 
δύο πληθυσµών είναι άγνωστες αλλά ίσες είναι 
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))1()1)(((

2)2(
))1()1)(((

212121

2
22

2
1121

212121

2
22

2
1121 atYXatYX nnnnnn

SnSnnn
nnnnnn

SnSnnn
−+−+

−+−+
−+−+

−+−+ +−−−  

Αρκεί να βρούµε το t a tn n1 2 2 282 0 025+ − = =( / ) ( . ) 2.048 και άρα το δ.ε. θα είναι 

( ) ( )[ . . . , . . . ]( )( . . )
( )

( )( . . )
( )100 9 104 45 2 048 100 9 104 45 2 04810 20 9 8 76 19 12 99

10 20 10 20 2
10 20 9 8 76 19 12 99

10 20 10 20 2− − − ++ ⋅ + ⋅
⋅ + −

+ ⋅ + ⋅
⋅ + −  

= − − − + = − −[ . . , . . ] [ . , . ]355 2 705 355 2 705 6 255 0845 . 

Μπορούµε τελικά να πούµε ότι η µέση τιµή πώλησης στην περιοχή Α είναι διαφορετική και µάλι-
στα χαµηλότερη από τη µέση τιµή πώλησης στην περιοχή Β µε συντελεστή εµπιστοσύνης τουλά-
χιστον 95%.  
 

ζ. ∆ιάστηµα εµπιστοσύνης για το λόγο των διασπορών δύο ανεξάρτητων κανονικών πληθυ-
σµών 

Έστω X X Xn1 2 1
, ,...,  και Y Y Yn1 2 2

, ,...,  δύο ανεξάρτητα δείγµατα από Ν(µ1,σ1
2 ) και Ν(µ2,σ2

2 ) 

αντίστοιχα. Ζητάµε δ.ε. συντελεστού 1−α για το πηλίκο σ σ2
2

1
2/ . ∆ιαστήµατα αυτής της µορφής 

χρησιµοποιούνται συνήθως για τη σύγκριση των δύο διασπορών.  

Θα εξετάσουµε αρχικά την περίπτωση που οι µέσες τιµές µ1 και µ2 είναι γνωστές. Όπως 
είναι αναµενόµενο θα χρησιµοποιήσουµε τις εκτιµήτριες των διασπορών  
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=
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αντί των δειγµατικών διασπορών S1
2 , S2

2   διότι στην περίπτωση που εξετάζουµε τα µ1 και µ2 είναι 
γνωστά. Είναι γνωστό ότι  
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και οι τ.µ. T1 και T2 είναι ανεξάρτητες διότι προέρχονται από ανεξάρτητα µεταξύ τους τ.δ. Σχηµα-
τίζουµε τη νέα τ.µ.  
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η οποία γράφεται ως το πηλίκο δύο ανεξάρτητων χι-τετράγωνο κατανοµών διαιρεµένων δια τους 
βαθµούς ελευθερίας τους. Η νέα αυτή κατανοµή ονοµάζεται κατανοµή Snedecor ή κατανοµή F µε 
n1 και n2 β.ε. Σχηµατικά: 
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Η κατανοµή Snedecor έχει µελετηθεί και έχουν πινακοποιηθεί τα άνω α-σηµεία της F an n1 2, ( )  για 
διάφορες τιµές του α και των β.ε. n1 και n2. Η σ.π.π. της κατανοµής αυτής έχει την ακόλουθη 
µορφή για συγκεκριµένες τιµές των n1, n2: 
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Αποδεικνύεται επίσης ότι F a F an n n n1 2 2 1

1 1, ,( ) / ( )= −  και F a t an n1
2

, ( ) ( ( ))= . Όµοια µε τις προηγούµε-
νες παραγράφους καταλήγουµε στο ότι, 
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και συνεπώς, λύνοντας ως προς σ σ2
2

1
2/ , ένα δ.ε. συντελεστού 1−α για το πηλίκο σ σ2

2
1
2/  όταν µ1 και 

µ2 είναι γνωστά θα είναι το 
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Στην περίπτωση τώρα που τα µ1, µ2 είναι άγνωστα, ακολουθώντας τα ίδια βήµατα µε πα-
ραπάνω (χρησιµοποιώντας τις εκτιµήτριες S1

2 , S2
2  αντί των Τ1, Τ2) προκύπτει ότι το  
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είναι ένα δ.ε. συντελεστού 1−α για το πηλίκο σ σ2
2

1
2/  όταν µ1 και µ2 είναι άγνωστα. 

 

Άσκηση 5.13. Στην Άσκηση 5.12 που αφορούσε τις τιµές πώλησης ενός προϊόντος σε δύο περιο-
χές Α και Β υποθέσαµε ότι οι διασπορές σ1

2  και σ2
2  των τιµών στις περιοχές αυτές είναι ίσες. 

Βρείτε ένα δ.ε. συντελεστού 95% για το πηλίκο σ2
2 /σ1

2 . Μπορούµε να πούµε µε συντελεστή εµπι-
στοσύνης 95% ότι οι διασπορές αυτές είναι άνισες; 

Λύση. Γνωρίζουµε ότι το δ.ε. συντελεστού 1−α για το πηλίκο σ2
2 /σ1

2  είναι  
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Από πίνακες των άνω α-σηµείων της κατανοµής F βρίσκουµε ότι: 

F Fn n
a

1 21 1 2 9 19 0 025 2 84− − = =, ,( ) ( . ) . ,   F Fn n
a

1 21 1 2 9 191 0 975 0 273− − − = =, ,( ) ( . ) .  

και συνεπώς το δ.ε. θα είναι 

[
.
.

. ,
.
.

. ] [ . , . ]
12 997
8 766

0 273
12 997
8 766

2 84 0 404 4 21= . 

Το διάστηµα αυτό περιέχει το 1 και άρα δεν µπορούµε να αποκλείσουµε ότι σ2
2 /σ1

2 =1 µε συντε-
λεστή εµπιστοσύνης 95%.  
 

η. ∆ιάστηµα εµπιστοσύνης για τη διαφορά αναλογιών δύο ανεξάρτητων πληθυσµών 

Σε αυτή την παράγραφο θα αναζητήσουµε δ.ε. συντελεστού 1−α για τη διαφορά δύο πο-
σοστών p1−p2 από ανεξάρτητους πληθυσµούς. ∆ιαστήµατα αυτής της µορφής χρησιµοποιούνται 
συνήθως για τη σύγκριση δύο ποσοστών.  

Έστω λοιπόν X X Xn1 2 1
, ,...,  και Y Y Yn1 2 2

, ,...,  δύο ανεξάρτητα τυχαία δείγµατα από Β(1, p1) 
και Β(1, p2) αντίστοιχα. Γνωρίζουµε ότι για µεγάλα n1 και n2, (από Κ.Ο.Θ.) ισχύει για τα δειγµα-
τικά ποσοστά ότι (βλ. και παράγραφο (ε))  

X N p
p p

n
~ ( ,

( )
)1

1 1

1

1−
 και  Y N p

p p
n

~ ( ,
( )

)2
2 2

2

1−
. 

Τα δειγµατικά ποσοστά X , Y  προέρχονται από ανεξάρτητα δείγµατα και εποµένως είναι ανε-
ξάρτητα. Εποµένως, για µεγάλα n1 και n2 ισχύει ότι 
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Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι, για µεγάλα n1 και n2 
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και επειδή για µεγάλα n1 και n2 θα ισχύει προσεγγιστικά ότι 1111 /)1(/)1( nXXnpp −≈−  και 
p p n2 2 21( )/− ≈  Y Y n( )/1 2−  θα έχουµε 
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Λύνοντας ως προς p1−p2 θα έχουµε ότι το 
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θα είναι ένα προσεγγιστικό δ.ε. (για µεγάλα n1, n2) συντελεστού 1−α για τη διαφορά των πληθυ-
σµιακών ποσοστών p1 − p2. 
 

Άσκηση 5.14. Από τα 400 εξαρτήµατα που παίρνουµε στην τύχη από µία µηχανή που τα κατα-
σκευάζει, τα 16 είναι ελαττωµατικά, ενώ από τα 300 µιας άλλης µηχανής, τα 24 βρέθηκαν ελατ-
τωµατικά. Να βρεθεί 99% δ.ε. για τη διαφορά των ποσοστών των ελαττωµατικών εξαρτηµάτων 
που παράγουν οι δύο µηχανές. Μπορούµε, µε βάση το δ.ε., να πούµε ότι υπάρχει σηµαντική δια-
φορά στην παραγωγή ελαττωµατικών µεταξύ των δύο µηχανών; 

Λύση. Τα δειγµατικά ποσοστά των ελαττωµατικών εξαρτηµάτων από τις δύο αυτές µηχανές είναι 
σύµφωνα µε τα παραπάνω, 

X = =
16
400

0 04.   και  Y = =
24
300

0 08. . 

Τα δείγµατα n1=400 και n2=300 είναι αρκετά µεγάλα οπότε µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το 
παραπάνω προσεγγιστικό δ.ε. συντελεστού 1−α για το p1−p2, 
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και αντικαθιστώντας παίρνουµε το δ.ε. 

[ . . . , . . . ].04( .04) .08( .08) .04( .04) .08( .08)0 04 0 08 2 58 0 04 0 08 2 580 1 0
400

0 1 0
300

0 1 0
400

0 1 0
300− − + − + +− − − − = −[ . , . ]0 087 0 0076 . 

Επειδή το 0 ανήκει σε αυτό το δ.ε. δεν µπορούµε να πούµε ότι τα ποσοστά διαφέρουν µε συντε-
λεστή εµπιστοσύνης 99%. 

Άσκηση 5.15. Βρέθηκε ότι 78 από 200 τυχαία επιλεγµένους ψηφοφόρους µιας µεγάλης πόλης Α 
προτίθενται να ψηφίσουν ένα συγκεκριµένο κόµµα, ενώ 240 από 500 τυχαία επιλεγµένους ψηφο-
φόρους µιας άλλης µεγάλης πόλης Β προτίθενται να ψηφίσουν το ίδιο κόµµα. Να βρείτε δ.ε. συ-
ντελεστού 95% για τη διαφορά p1−p2 των ποσοστών των ψηφοφόρων του συγκεκριµένου κόµµα-
τος στις δύο αυτές πόλεις. Μπορούµε, µε βάση το δ.ε., να πούµε ότι υπάρχει σηµαντική διαφορά 
µεταξύ των δύο ποσοστών; 

Λύση. Τα δειγµατικά ποσοστά των ψηφοφόρων του κόµµατος στις δύο αυτές πόλεις θα είναι, 

X = =
78
200

0 39.   και  Y = =
240
500

0 48. . 
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Τα δείγµατα n1=200 και n2=500 είναι αρκετά µεγάλα οπότε µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το 
παραπάνω προσεγγιστικό δ.ε. συντελεστού 1−α για το p1−p2, 

],[ 2/
)1()1(

2/
)1()1(

2121 an
YY

n
XX

an
YY

n
XX ZYXZYX −−−− ++−+−−  

και αντικαθιστώντας παίρνουµε άµεσα το δ.ε. 

[ . . . , . . . ]. ( . ) . ( . ) . ( . ) . ( . )0 39 0 48 196 0 39 0 48 1960 39 1 0 39
200

0 48 1 0 48
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0 39 1 0 39
200
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500− − + − + +− − − − = − −[ . , . ]017 0 0094 . 

Επειδή το 0 δεν ανήκει σε αυτό το δ.ε. µπορούµε να πούµε ότι τα δύο ποσοστά διαφέρουν µε συ-
ντελεστή εµπιστοσύνης 95%. 

Άσκηση 5.16. Μια µεγάλη εταιρία µε σκοπό να βελτιώσει την απόδοση των υπαλλήλων της έδω-
σε κάποια συγκεκριµένα κίνητρα. Έστω Χ1,Χ2,...,Χn και Υ1,Υ2,...,Υn είναι οι αποδόσεις ενός τυχαί-
ου δείγµατος n υπαλλήλων της εταιρίας πριν και µετά την παροχή των κινήτρων (Χi απόδοση i-
υπαλλήλου «πριν», Υi απόδοση i-υπαλλήλου «µετά»). Να δώσετε δ.ε. συντελεστού 1−α για τη 
διαφορά µ2−µ1 των µέσων αποδόσεων των υπαλλήλων της εταιρίας πριν και µετά την εφαρµογή 
των κινήτρων (υπόθ. ότι οι αποδόσεις κατανέµονται κανονικά). Να εφαρµόσετε τα παραπάνω για 
1−α=95% και  

Xi : 51, 49, 47, 43, 52, 55, 34, 49, 40, 48, 46, 51, 51, 41, 47, 53, 49, 55, 51, 51 
 Υi  : 53, 50, 47, 40, 55, 58, 33, 55, 42, 51, 46, 53, 53, 42, 46, 55, 50, 61, 53, 53 

αντίστοιχα. Επήλθε αλλαγή στη µέση απόδοση των υπαλλήλων της εταιρίας; 

Λύση. Στη συγκεκριµένη περίπτωση δεν µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το γνωστό δ.ε. για τη 
διαφορά των µέσων διότι δεν έχουµε δύο ανεξάρτητα µεταξύ τους δείγµατα. Συγκεκριµένα, οι τ.µ. 
Χi και Υi είναι εξαρτηµένες διότι αφορούν τον ίδιο υπάλληλο (π.χ. αν γνωρίζουµε ότι ο i-
υπάλληλος έχει υψηλή απόδοση πριν, τότε αυξάνεται η πιθανότητα να έχει υψηλή απόδοση και 
µετά: oι τ.µ. Xi, Yi έχουν θετική συσχέτιση). Παρατηρούµε όµως ότι οι νέες τ.µ. Ui = Yi − Xi, που 
εκφράζουν τις διαφορές στις αποδόσεις των n υπαλλήλων του δείγµατος, αποτελούν ένα τυχαίο 
δείγµα το οποίο µπορεί να θεωρηθεί ότι ακολουθεί N(µ=µ2−µ1,σ2). Εποµένως, δεδοµένου ενός τ.δ. 
U1,U2,...,Un από N(µ=µ2−µ1,σ2) ζητείται δ.ε. για το µ=µ2−µ1. Από την παράγραφο (δ) θα έχουµε 
ότι το  

[ ( / ), ( / )]U
S

n
t a U

S
n

t aU
n

U
n− +− −1 12 2 , 

όπου SU
2  είναι η δειγµατική διασπορά του τ.δ. U1,U2,...,Un, είναι ένα τέτοιο διάστηµα συντελε-

στού 1−α. Εφαρµόζοντας τα παραπάνω για τις δοθείσες παρατηρήσεις θα έχουµε ότι τα Ui θα εί-
ναι  

53−51, 50−49, 47−47, ... , 53−51, 53−51 
δηλαδή, τα 

2, 1, 0, −3, 3, 3, −1, 6, 2, 3, 0, 2, 2, 1, −1, 2, 1, 6, 2, 2. 

Εποµένως, U =165.  και SU
2 =4.55. Άρα ένα δ.ε. για τη διαφορά µ2−µ1 συντελεστού 95% θα είναι 

το 

[ .
.

. , .
.

. ] [ . , . ]165
4 55
20

2 093 165
4 55
20

2 093 0 65 2 64− + = . 

Άρα τελικά, η µέση βελτίωση στις αποδόσεις των υπαλλήλων της εταιρίας βρίσκεται µεταξύ του 
0.65 και του 2.64 µε συντελεστή εµπιστοσύνης 95%. Παρατηρούµε ότι το 0 δεν περιέχεται στο 
διάστηµα αυτό και εποµένως υπάρχει (θετική) διαφορά στις αποδόσεις των υπαλλήλων της εται-
ρίας µε συντελεστή εµπιστοσύνης 95%. 


