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4. Εκτιµητική 

Σύνδεση θεωρίας πιθανοτήτων - περιγραφικής στατιστικής. 
 H περιγραφική στατιστική (ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ Ι) αφορά κυρίως τη µελέτη κάποιων «µεγεθών» 
(π.χ. µέση τιµή, διασπορά, διάµεσος, κ.ο.κ.) ενός «δείγµατος» n συγκεκριµένων τιµών x1,x2,...,xn 
που προέρχονται από έναν πληθυσµό. Στις περισσότερες περιπτώσεις, οι τιµές αυτές µπορεί να 
θεωρηθεί ότι προέρχονται από n τυχαία πειράµατα (π.χ. τυχαίες επιλογές n ατόµων από τον πλη-
θυσµό). Στα πλαίσια της θεωρίας των πιθανοτήτων (ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ ΙΙ,ΙΙΙ) τέτοιες τιµές συµβολί-
ζονται µε Χ1,Χ2,...,Χn. Ποια η σχέση µεταξύ των τ.µ. Χ1,Χ2,...,Χn και των τιµών x1,x2,...,xn;  
 Η Χi µπορεί να θεωρηθεί ως µία τυχαία µεταβλητή που εκφράζει το αποτέλεσµα του i-
τυχαίου πειράµατος, πριν από την εκτέλεσή του (ή ισοδύναµα, πριν µας γίνει γνωστό το αποτέλε-
σµά του) ενώ αντίθετα, η τιµή xi εκφράζει το ακριβές αποτέλεσµα του πειράµατος µετά την εκτέ-
λεσή του. Η τιµή xi καλείται και «πραγµατοποίηση» του Χi. Στην ουσία, η xi είναι ίση µε το Χi(ω) 
όπου ω είναι το στοιχειώδες ενδεχόµενο του Ω που τελικά πραγµατοποιήθηκε (µην ξεχνάµε ότι 
µία τ.µ. είναι µία απεικόνιση από το Ω στο R). Στο εξής, για απλότητα θα γράφουµε X1, X2, ..., Xn 
εννοώντας τις τ.µ. (όταν είµαστε πριν την πραγµατοποίηση του πειράµατος) καθώς και τις τιµές 
x1,x2,...,xn (όταν είµαστε µετά την πραγµατοποίηση του πειράµατος). 
 Συνεπώς, η περιγραφική στατιστική µπορεί να θεωρηθεί ότι αφορά τη µελέτη των µεγε-
θών ενός «δείγµατος» που προέρχεται από έναν (θεωρητικά άπειρο) πληθυσµό. Συνήθως όµως 
αυτό που µας ενδιαφέρει περισσότερο είναι τα αντίστοιχα µεγέθη του πληθυσµού από τον οποίο 
προέρχεται το δείγµα. Μία από τις κύριες επιδιώξεις της Στατιστικής συµπερασµατολογίας (που 
αποτελεί και το µεγαλύτερο µέρος της Στατιστικής ΙΙΙ) είναι η εκτίµηση των µεγεθών ενός πλη-
θυσµού (π.χ. µέση τιµή, διασπορά, κατανοµή) µε βάση ένα δείγµα X1,X2,...,Xn από αυτόν.  
 

Εκτιµητική 
Κύρια επιδίωξη της εκτιµητικής αποτελεί η εκτίµηση των παραµέτρων της κατανοµής κά-

ποιου χαρακτηριστικού ενός πληθυσµού. Το πρόβληµα έχει ως εξής: υποθέτουµε ότι κάποιο συ-
γκεκριµένο χαρακτηριστικό ενός πληθυσµού (π.χ. το ύψος των ανδρών σε µία πόλη) ακολουθεί 
κάποια γνωστή κατανοµή F(x;θ) (π.χ. κανονική κατανοµή) µε άγνωστες όµως παραµέτρους θ = 
(θ1,θ2,...,θk) (π.χ. θ = (µ,σ2)). Με ποιο τρόπο θα µπορέσουµε να προσδιορίσουµε (εκτιµήσουµε) τις 
παραµέτρους αυτές; (π.χ. να δούµε ποίο είναι το µέσο ύψος µ του πληθυσµού και ποιά η διασπορά 
σ2 των υψών). 

Είναι φανερό ότι, για την εκτίµηση των παραµέτρων θ της κατανοµής κάποιου χαρακτη-
ριστικού, είναι αναγκαία η γνώση της τιµής του χαρακτηριστικού τουλάχιστον σε κάποιες µονά-
δες του πληθυσµού. ∆ηλαδή, είναι απαραίτητη η εκλογή ενός «δείγµατος» του πληθυσµού (ή ενός 
συνόλου παρατηρήσεων). Για να είναι όµως σωστή η εκτίµηση του χαρακτηριστικού θα πρέπει η 
εκλογή αυτή των µονάδων του δείγµατος να είναι «τυχαία» από όλον τον πληθυσµό, δηλαδή κάθε 
µονάδα του πληθυσµού να έχει την ίδια πιθανότητα να εκλεγεί στο δείγµα. Για παράδειγµα, για 
την εκτίµηση του µέσου ύψους µ χρειαζόµαστε τα ύψη ενός δείγµατος ανδρών που εκλέξαµε τυ-
χαία από τον πληθυσµό. (π.χ. αν εσκεµµένα πάρουµε σαν δείγµα τους ψηλότερους άνδρες µίας 
περιοχής τότε προφανώς θα υπερεκτιµήσουµε το µέσο ύψος). Στην περίπτωση µίας τυχαίας εκλο-
γής ενός δείγµατος, οι τιµές του προς εξέταση χαρακτηριστικού στο δείγµα (παρατηρήσεις) µπο-
ρούν να θεωρηθούν ότι είναι τυχαίες µεταβλητές που ακολουθούν την κατανοµή του χαρακτηρι-
στικού στον πληθυσµό. Φτάνουµε λοιπόν φυσιολογικά στον επόµενο ορισµό. 

Ορισµός 4.1. i) Τυχαίο δείγµα µεγέθους n από την κατανοµή F(x;θ) (ή τη σ.π. f(x;θ)) θα καλείται 
ένα σύνολο ανεξάρτητων και ισόνοµων τ.µ. Χ1,Χ2,...,Χn που ακολουθούν την κατανοµή F(x;θ) (ή 
τη σ.π. f(x;θ)). 
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ii) ∆ειγµατοληπτικός χώρος θα καλείται το σύνολο των δυνατών τιµών του δείγµατος (π.χ. 
αν Χi∈R, τότε ο δειγµατοληπτικός χώρος θα είναι ο Rn). 

iii) Παραµετρικός χώρος θα καλείται το σύνολο των επιτρεπτών τιµών της παραµέτρου θ.  

Έστω λοιπόν Χ1,Χ2,...,Χn ένα τυχαίο δείγµα από την F(x;θ). Η εκτίµηση των παραµέτρων θ 
= (θ1,...,θk) γίνεται µέσω κάποιων συναρτήσεων των Χ1,Χ2,...,Χn. Πιο συγκεκριµένα θα έχουµε ότι: 

iv) Στατιστική (ή δειγµατική) συνάρτηση θα λέγεται κάθε συνάρτηση T(X) = T(Χ1,Χ2, ..., 
Χn) των τ.µ. του δείγµατος Χ1,Χ2,...,Χn που δεν εξαρτάται από τις προς εκτίµηση παραµέτρους. 
Προφανώς, κάθε στατιστική συνάρτηση είναι και αυτή µία τ.µ. Για παράδειγµα, γνωστές στατι-
στικές συναρτήσεις είναι: 
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Τέλος, v) εκτιµήτρια συνάρτηση µίας παραµέτρου θ θα καλείται µία στατιστική συνάρτηση 
T(Χ1,Χ2,...,Χn) η οποία χρησιµοποιείται για την εκτίµηση της θ.  

 

Ιδιότητες εκτιµητριών 

 Έστω Χ1,Χ2,...,Χn ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή F(x;θ) και έστω T(Χ1, Χ2,...,Χn) µία 
εκτιµήτρια συνάρτηση της παραµετρικής συνάρτησης g(θ) (π.χ. θ=(µ,σ2) και g(θ)=µ ή µ2 ή µ+3σ 
κ.ο.κ). Όπως είναι φανερό, η εκτιµήτρια Τ είναι και αυτή µία τ.µ., δηλαδή κάθε φορά που παίρ-
νουµε ένα διαφορετικό δείγµα Χ1, Χ2,...,Χn, η Τ θα µας δίνει διαφορετική τιµή. Για να µπορεί η T 
να θεωρηθεί ότι είναι «καλή» εκτιµήτρια της g(θ) θα πρέπει να έχει κάποια συγκεκριµένα χαρα-
κτηριστικά όπως π.χ. να παίρνει τιµές «πολύ κοντά» στην g(θ) µε «µεγάλη» πιθανότητα. Αυτό 
µπορεί να γίνει απαιτώντας η τ.µ. T να έχει µέση τιµή g(θ) ή «σχεδόν» g(θ) και να έχει πολύ µι-
κρή διασπορά (οι τιµές της τ.µ. T να βρίσκονται «µαζεµένες» γύρω από τη µέση της τιµή). Π.χ. αν 
έχουµε τρεις διαφορετικές εκτιµήτριες T1,T2,T3 για τη µέση τιµή µ ενός πληθυσµού: 

 

0 

 Τ3 

 Τ2 

 Τ1 

 µ 
 

τότε θα προτιµήσουµε να χρησιµοποιήσουµε την Τ1 γιατί (ανάλογα µε το δείγµα) παίρνει τιµές 
πολύ κοντά στο µ. (Η T2 παίρνει και αυτή τιµές γύρω από το µ αλλά οι τιµές της µπορεί να διαφέ-
ρουν αρκετά από το µ γιατί έχει µεγάλη διασπορά. Η Τ3 παίρνει τιµές που καµία σχέση δεν έχουν 
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µε την µ). Ιδιότητες εκτιµητριών σχετικές µε τη µέση τιµή και τη διασπορά τους εξετάζονται στις 
επόµενες δύο παραγράφους. 
 

Αµερόληπτες εκτιµήτριες 

Ορισµός 4.2. Μία εκτιµήτρια συνάρτηση T της g(θ) θα καλείται αµερόληπτη εάν  

E T E T X X X gn( ) ( ( , ,..., )) ( )= =1 2 θ  για κάθε θ. 

Η T θα θεωρείται ασυµπτωτικά αµερόληπτη εάν 

lim ( ( , ,..., )) ( )
n nE T X X X g
→∞

=1 2 θ  για κάθε θ. 

Επίσης, το µέγεθος  

b T E T g( ) ( ) ( )= − θ  

καλείται µεροληψία της εκτιµήτριας T. Προφανώς η µεροληψία µιας αµερόληπτης εκτιµήτριας 
είναι 0. 

 Είναι φανερό από τα παραπάνω ότι µας ενδιαφέρουν αµερόληπτες ή σχεδόν αµερόληπτες 
εκτιµήτριες γιατί σε αντίθετες περιπτώσεις είναι δυνατό να έχουµε υποεκτίµηση ή υπερεκτίµηση 
της ζητούµενης παραµέτρου.  

Πρόταση 4.1. Έστω Χ1,Χ2,...,Χn ένα τυχαίο δείγµα από µία οποιαδήποτε κατανοµή F(x;θ) µε µέση 
τιµή µ (=µ(θ)) και διασπορά σ2 (=σ2(θ)).  

1) Η στατιστική συνάρτηση  
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είναι αµερόληπτη εκτιµήτρια της παραµέτρου µ = E(Xi) (µέσης τιµής) της κατανοµής F(x;θ) και έχει 
διασπορά Var X n( ) /=σ2 . 

2) Η στατιστική συνάρτηση 
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είναι αµερόληπτη εκτιµήτρια της παραµέτρου σ2 = V(Xi) (διασποράς) της κατανοµής F(x;θ). 

Απόδειξη. 1) Ισχύει ότι  
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Συνεπώς, θα είναι 
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Άρα η S2 είναι αµερόληπτη εκτιµήτρια της διασποράς ενός οποιουδήποτε πληθυσµού. � 

 

Άσκηση 4.1. Έστω ότι θέλουµε να εκτιµήσουµε το ποσοστό p των κατοίκων µίας µεγάλης πόλης 
που υποστηρίζουν µία συγκεκριµένη άποψη Α. ∆είξτε ότι το ποσοστό n τυχαία επιλεγµένων ατό-
µων που υποστηρίζουν την Α αποτελεί µία αµερόληπτη εκτιµήτρια του p. 

Λύση. Έστω X1,X2,...,Xn οι τ.µ. που εκφράζουν τις απόψεις των n τυχαία επιλεγµένων ατόµων (α-
πό την πόλη αυτή). Συγκεκριµένα, θα θεωρούµε ότι Χi=1 αν το i-άτοµο υποστηρίζει την Α και 0 
διαφορετικά. Εφόσον πρόκειται για τυχαία επιλεγµένα άτοµα (κάθε άτοµο του πληθυσµού έχει 
την ίδια πιθανότητα να επιλεγεί στο δείγµα), θα ισχύει ότι 

P X P X pi i( ) ( )= = − = =1 1 0 ,  

και άρα µ= E X P X P X pi i i( ) ( ) ( )= ⋅ = + ⋅ = =0 0 1 1  (οι X1,X2,...,Xn αποτελούν ένα τυχαίο δείγµα από 
την Β(1,p)). Το ποσοστό των n τυχαία επιλεγµένων ατόµων που υποστηρίζουν την Α θα είναι ίσο 
µε  
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Από την Πρόταση 4.1. είδαµε όµως ότι E X E X pi( ) ( )= =  και εποµένως το ποσοστό X  των ατό-
µων του δείγµατος που υποστηρίζουν την Α αποτελεί αµερόληπτη εκτιµήτρια του συνολικού πο-
σοστού των κατοίκων που υποστηρίζουν την Α. 
 

Άσκηση 4.2. Έστω Χ1, Χ2,..., Χn ένα τ.δ. από µία κατανοµή µε µέση µ και διασπορά σ2. ∆είξτε ότι, 
ενώ η στατιστική συνάρτηση X  είναι αµερόληπτη εκτιµήτρια του µ, η στατιστική συνάρτηση 
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 δεν είναι αµερόληπτη εκτιµήτρια του µ2. Πιο συγκεκριµένα δείξετε ότι b X n( ) /2 2=σ . 

Λύση. Θα υπολογίσουµε τη µέση τιµή της X 2 . Ισχύει ότι, 
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Συνεπώς η στατιστική συνάρτηση X 2  δεν είναι αµερόληπτη εκτιµήτρια του µ2. Παρατηρούµε 
όµως ότι αποτελεί ασυµπτωτικά αµερόληπτη εκτιµήτρια του µ2 διότι  
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Άσκηση 4.3. Έστω Χ1, Χ2, ..., Χn ένα τ.δ. από την κανονική κατανοµή Ν(µ,σ2). Αν T = ∑ =i
n

iX1  και 
U aT b= +2 , τότε να βρεθούν τα α, b ώστε η σ.σ. U να είναι α.ε. του µ2.  

Λύση. Ισχύει ότι (οι τ.µ. Χ1, Χ2,..., Χn είναι ανεξάρτητες) 
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Για να είναι η σ.σ. U α.ε. του µ2 θα πρέπει 
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είναι αµερόληπτη εκτιµήτρια του µ2, γεγονός που συµφωνεί και µε την Άσκηση 4.2. 
 

Άσκηση 4.4. Έστω Χ1, Χ2,..., Χn ένα τ.δ. από κατανοµή µε µέση τιµή µ και διασπορά σ2. Να βρε-
θεί το c ώστε η σ.σ.  
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να είναι α.ε. του σ2.  

Λύση. Ζητάµε να ισχύει ότι 
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Γνωρίζουµε όµως ότι E X Var X E Xk k k( ) ( ) ( )2 2 2 2= + = +σ µ  για όλα τα k=1,2,...,n. Επίσης είναι 
γνωστό ότι αν δύο τ.µ. Χ, Υ είναι ανεξάρτητες τότε Ε(ΧΥ) = Ε(Χ)Ε(Υ). Συνεπώς,  
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Για να είναι η U α.ε. του σ2 αρκεί E U c n( ) ( )= − =2 1 2 2σ σ , ή ισοδύναµα, 

c
n

=
−

1
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. 

Τελικά συµπεραίνουµε ότι η εκτιµήτρια 

U
n

X Xk k
k

n
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∑1
2 1 1

2

1

1
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είναι α.ε. του σ2. 
 

Άσκηση 4.5. Έστω Χ1, Χ2,..., Χn ένα τ.δ. από την B(1, p) (διωνυµική µε παραµέτρους 1 και p) και 
U cX X= −( )1 . Να βρεθεί το c ώστε η σ.σ. U να είναι α.ε. του p(1−p) (=V(Xi)). 

Λύση. Ισχύει ότι 

P X j
j

p p p p ji
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




 − = − =− −

1
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και συνεπώς 

)1(1)(,1)( ppXVppXE ii −⋅⋅==⋅= . 

Από την Πρόταση 4.1.(1) θα ισχύει τώρα ότι 

n
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Η µέση τιµή της U θα είναι ίση µε 
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και άρα θα πρέπει 

c
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n
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( ) ( )

−
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1
1 1    ή ισοδύναµα,  c

n
n

=
−1
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Τελικά, διαπιστώθηκε ότι η εκτιµήτρια U nX X n= − −( )/( )1 1  είναι α.ε. του p(1−p). 
 

Σύγκριση µεταξύ αµερόληπτων εκτιµητριών 
Όπως έχει αναφερθεί και παραπάνω, για να µπορεί η T να θεωρηθεί ότι είναι «καλή» εκτι-

µήτρια της g(θ) θα πρέπει να έχει µέση τιµή g(θ) ή «σχεδόν» g(θ) και να έχει µικρή διασπορά. 
Την πρώτη απαίτηση την εξετάσαµε στην προηγούµενη παράγραφο όπου εισαγάγαµε την έννοια 
της αµεροληψίας. ∆εν αρκεί όµως µόνο η αµεροληψία για να πούµε ότι µία εκτιµήτρια είναι βέλ-
τιστη. Το γεγονός αυτό φαίνεται και από το ότι για την ίδια παραµετρική συνάρτηση g(θ) µπο-
ρούν να βρεθούν πάρα πολλές αµερόληπτες εκτιµήτριες (βλ. π.χ. Ασκήσεις 4.4-4.5). Ποια από 
αυτές είναι η καλύτερη; Σύµφωνα µε τα όσα έχουµε πει καλύτερη θα είναι αυτή που θα παίρνει 
τιµές πολύ «κοντά» στην g(θ). ∆ηλαδή µε άλλα λόγια αυτή που έχει τη µικρότερη διασπορά. Σε 
αντιδιαστολή µε την προηγούµενη παράγραφο όπου ασχοληθήκαµε µε τη µέση τιµή µιας εκτιµή-
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τριας, σε αυτή την παράγραφο θα µελετήσουµε τις εκτιµήτριες ως προς τη διασπορά τους. Σχετι-
κά λοιπόν µε τη διασπορά δύο εκτιµητριών θα έχουµε τον επόµενο ορισµό: 

Ορισµός 4.3. Έστω T1, Τ2 δύο αµερόληπτες εκτιµήτριες της g(θ). Η T1 θα καλείται αποτελεσµατι-
κότερη της Τ2 εάν ισχύει ότι 

)()( 21 TVTV < . 

Επίσης, αν µία εκτιµήτρια Τ έχει τη µικρότερη διασπορά µεταξύ όλων των αµερόληπτων εκτιµη-
τριών του g(θ), τότε θα καλείται άριστη εκτιµήτρια ή αµερόληπτη εκτιµήτρια ελαχίστης διασποράς 
(α.ε.ε.δ.) του g(θ).  

Συνεπώς, τη βέλτιστη επιλογή εκτιµήτριας, προκειµένου να εκτιµήσουµε µία παραµετρική 
συνάρτηση g(θ), αποτελεί η επιλογή µίας άριστης εκτιµήτριας ή τουλάχιστον µίας εκτιµήτριας 
που ασυµπτωτικά (για µεγάλο n) είναι άριστη.   
 

Άσκηση 4.6. Έστω Χ1, Χ2,..., Χn και Υ1, Υ2,..., Υk δύο ανεξάρτητα µεταξύ τους τ.δ. από µία κατα-
νοµή F µε άγνωστη µέση τιµή µ και διασπορά σ2. Ποια από τις 3 εκτιµήτριες θα χρησιµοποιούσα-
τε για να εκτιµήσετε το µ (n=100, k=10): 

i X ii Y iii
X Y

) , ) , ) .
+
2

 

Μπορεί να βρεθεί καλύτερη εκτιµήτρια που να γράφεται στη µορφή aX bY+ ; 

Λύση. Από την Πρόταση 4.1.(1) γνωρίζουµε ότι E X( )=µ , E Y( )=µ  και εποµένως 

E X Y E X E Y( ( )) ( ( ) ( )) ( )
1
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1
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+ = + = + =µ µ µ , 

Άρα και οι 3 εκτιµήτριες είναι αµερόληπτες. Προφανώς θα χρησιµοποιήσουµε την εκτιµήτρια µε 
τη µικρότερη διασπορά. Και πάλι από την Πρόταση 4.1.(1) γνωρίσουµε ότι  
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Εποµένως για τις συγκεκριµένες τιµές των n,k καλύτερη εκτιµήτρια είναι η X . Αυτό εκ πρώτης 
όψεως ίσως να φαίνεται περίεργο διότι η τρίτη εκτιµήτρια βασίζεται σε δείγµα µεγέθους n+k µε-
γαλύτερο από το n και το k των άλλων δύο εκτιµητριών. Αυτό όµως που τελικά συµβαίνει είναι 
ότι η X  είναι αρκετά καλή εκτιµήτρια (έχει διασπορά 0 01, σ2 ) ενώ η Y  δεν είναι τόσο καλή (έχει 
διασπορά αρκετά µεγαλύτερη 0 1, σ2 ). Τελικά λαµβάνοντας ως εκτιµήτρια του µ την ( )/X Y+ 2  
ναι µεν παίρνουµε πάλι µία α.ε. του µ αλλά η ( )/X Y+ 2  βασίζεται εξίσου στην εκτιµήτρια X  
(που είναι αρκετά καλή) και στην Y  (που δεν είναι τόσο καλή) οπότε τελικά παίρνουµε µία εκτι-
µήτρια που είναι µέτρια. Το βέλτιστο που θα µπορούσαµε να κάνουµε θα ήταν να πάρουµε µία 
εκτιµήτρια που να βασίζεται περισσότερο στην X  και λιγότερο στην Y . Πράγµατι, θα αναζητή-
σουµε µία αµερόληπτη εκτιµήτρια της µορφής aX bY+  που να έχει τη µικρότερη δυνατή δια-
σπορά. Θα πρέπει 

E aX bY aE X bE Y a b b a( ) ( ) ( )+ = ⇔ + = ⇔ + = ⇔ −µ µ µ µ µ =1 . 
Επίσης, 
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Αρκεί να βρούµε το α που ελαχιστοποιεί την παράσταση f a a k a n( ) ( )= + −2 21 . Ισχύει ότι 

′ = − − = − + = ⇔ =
+
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( ) ( )2 2 1 2 2 2 0     ( ′′ = + >f a k n( ) 2 2 0 ) 

και εποµένως η εκτιµήτρια 
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είναι αµερόληπτη και έχει τη µικρότερη διασπορά ανάµεσα στις εκτιµήτριες της µορφής 
aX bY+  (που έχουν και οι 3 πρώτες εκτιµήτριες). Η διασπορά της είναι 
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Παρατηρούµε ότι η παραπάνω εκτιµήτρια είναι ο δειγµατικός µέσος του µεικτού δείγµατος Χ1, Χ2, 
...,Χn, Y1,Y2,...,Yk. 
 

Άσκηση 4.7. Έστω Χ1, Χ2,..., Χn ένα τυχαίο δείγµα (τ.δ.) από κατανοµή F(x;θ) µε Ε(Xi)=g(θ) και  

U U X X a Xn i i
i

n

= =
=
∑( ,..., )1

1
. 

Να βρεθούν οι τιµές των αi∈Ñ ώστε η U να είναι αµερόληπτη εκτιµήτρια (α.ε.) του g(θ) και να 
έχει ελάχιστη διασπορά.  

Λύση. Για να είναι αµερόληπτη εκτιµήτρια θα πρέπει να ισχύει, 
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Επίσης, δεδοµένου ότι οι τ.µ. είναι ανεξάρτητες θα ισχύει ότι 
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Για να είναι η διασπορά της εκτιµήτριας ελάχιστη θα πρέπει να ελαχιστοποιήσουµε τη συνάρτηση   
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Λαµβάνοντας τις µερικές παραγώγους της ως προς αi θα πρέπει για να έχουµε ελάχιστο να ισχύει  
∂
∂a

a a a a j n
j

i
i

n

i
i

n

j i
i

n
2

1

1

1

1 2

1

1

1 2 2 1 0 1 2 1
=

−

=

−

=

−

∑ ∑ ∑+ −
















 = − −







 = = −, , ,...,  

ή ισοδύναµα, 
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Άρα όλα τα αi θα πρέπει να είναι ίσα. Eπειδή όµως αθροίζουν στη µονάδα συνάγουµε τελικά ότι 
για να είναι η εκτιµήτρια αµερόληπτη και µε ελάχιστη διασπορά θα πρέπει αi=1/n, i=1,2,...,n. (Α-
ποδεικνύεται επίσης ότι ο πίνακας Hesse είναι οριστικά θετικός).  
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Αποτελεσµατικότητα οποιωνδήποτε εκτιµητριών 
Στην προηγούµενη παράγραφο εξετάσαµε την αποτελεσµατικότητα εκτιµητριών που είναι 

αµερόληπτες. Συγκεκριµένα, αναφέραµε ότι, αν έχουµε ένα σύνολο T1,T2,...,Tk από αµερόληπτες 
εκτιµήτριες µίας παραµέτρου g(θ) (Ε(Τi)=g(θ)) τότε ως βέλτιστη για την εκτίµηση της g(θ) θα εί-
ναι η εκτιµήτρια µε τη µικρότερη διασπορά. Τι γίνεται όµως στην περίπτωση που έχουµε ένα σύ-
νολο από εκτιµήτριες του g(θ) που δεν είναι όλες αµερόληπτες; Ποια θα είναι η βέλτιστη; Έχουµε 
ήδη αναφέρει ότι συνήθως προτιµούµε αµερόληπτες εκτιµήτριες. Υπάρχουν όµως περιπτώσεις 
όπου µία µη αµερόληπτη εκτιµήτρια είναι καλύτερη από µία αµερόληπτη. Για παράδειγµα αν, για 
την εκτίµηση ενός g(θ), έχουµε τις εκτιµήτριες T1, T2 µε σ.π.π. που δίνονται στο παρακάτω γρά-
φηµα τότε παρατηρούµε ότι η Τ2 δεν είναι αµερόληπτη (δεν έχει µέση τιµή g(θ)) αλλά παίρνει τι-
µές «κοντά» στο g(θ) µε µεγάλη πιθανότητα σε αντίθεση µε την Τ1 που είναι αµερόληπτη αλλά 
µπορεί να πάρει τιµές πολύ µακριά από το g(θ) (έχει µεγάλη διασπορά).  

 

 g(θ)

  Τ2

  Τ1

 
Εποµένως, παρότι δεν είναι αµερόληπτη, καλύτερη εκτιµήτρια σε αυτή την περίπτωση εί-

ναι η T2. Αν όµως η Τ2 ήταν περισσότερο µεροληπτική; Ποια θα ήταν καλύτερη;  

Για να βρούµε ένα κριτήριο αξιολόγησης εκτιµητριών ενός g(θ), ανεξάρτητα από το αν εί-
ναι αµερόληπτες ή όχι, παρατηρούµε ότι στην περίπτωση α.ε. του g(θ) εξετάζαµε την  

)))((()))((()( 22 θgTETETETV −=−=  

(Ε(T) = g(θ) λόγω αµεροληψίας). Η ποσότητα αυτή είναι στην ουσία η µέση τιµή του τετραγώνου 
του σφάλµατος της T από την εκτιµούµενη παράµετρο. Παρατηρούµε όµως ότι την ίδια ακριβώς 
ποσότητα µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε και γενικότερα για την αξιολόγηση οποιωνδήποτε ε-
κτιµητριών ενός θ. Ειδικότερα θα έχουµε τον επόµενο ορισµό. 

Ορισµός 4.4. Έστω µία εκτιµήτρια T = T(X1,X2,...,Xn) µίας παραµέτρου g(θ). Η ποσότητα 

mse T E T g( ) (( ( ) )= − θ) 2  

καλείται µέσο τετραγωνικό σφάλµα της T από την g(θ).  

Εποµένως, θα θεωρούµε ότι µεταξύ δύο εκτιµητριών µίας παραµέτρου, βέλτιστη είναι αυ-
τή που έχει το µικρότερο µέσο τετραγωνικό σφάλµα. Παρατηρούµε ότι το µέσο τετραγωνικό 
σφάλµα γράφεται στη µορφή 

22 ))()(())((()))((()( θθ gTETETEgTETmse −+−=−=  
)))()())(((2))()(())((( 22 θθ gTETETgTETETE −−+−+−=  

)))()())(((2))()(()))((( 22 θθ gTETETEgTETETE −−+−+−=  
2)()( TbTV += . 

Αν ένας εκτιµητής είναι αµερόληπτος τότε προφανώς το µέσο τετραγωνικό του σφάλµα είναι ίσο 
µε τη διασπορά του. Με τη χρήση τώρα του µ.τ.σ. µπορούµε να δώσουµε ένα γενικότερο από τον 
4.2 ορισµό για την αποτελεσµατικότητα δύο εκτιµητριών. 
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Ορισµός 4.5. Έστω T1, Τ2 δύο εκτιµήτριες της g(θ). Η T1 θα καλείται αποτελεσµατικότερη της Τ2 
εάν ισχύει ότι 

mse T mse T( ) ( )1 2< . 

Αν οι εκτιµήτριες T1, Τ2 είναι αµερόληπτες τότε ο παραπάνω ορισµός είναι ισοδύναµος µε 
τον Ορισµό 4.2. που αφορούσε αµερόληπτες εκτιµήτριες. Τέλος, η σχετική αποτελεσµατικότητα 
µίας εκτιµήτριας Τ1 σε σχέση µε την Τ2 ορίζεται από το πηλίκο: 

mse T
mse T

( )
( )

2

1
. 

 

Συνέπεια 

 Έστω Χ1,Χ2, ...,Χn ένα τ.δ. από µία κατανοµή F(x;θ) και έστω Τn=Tn(X1,X2,...,Xn) µία στα-
τιστική συνάρτηση που χρησιµοποιείται για την εκτίµηση µίας παραµετρικής συνάρτησης g(θ). 
Όπως έχουµε ήδη αναφέρει, η Τn θα αποτελεί ικανοποιητική εκτιµήτρια του g(θ) αν παίρνει τιµές 
«κοντά» στην g(θ) µε µεγάλη πιθανότητα. Επιπλέον, είναι φυσικό να απαιτούµε η Tn να παίρνει 
τιµές «πολύ κοντά» στην g(θ) όσο το n µεγαλώνει. Αν δηλαδή πάρουµε ένα πολύ µεγάλο δείγµα 
(θεωρητικά άπειρο) είναι λογικό να απαιτήσουµε η εκτιµήτρια να µας δίνει ακριβώς την g(θ). Με 
άλλα λόγια, µία εκτιµήτρια Τn θα θεωρείται «καλή» και αν, αυξάνοντας το µέγεθος του δείγµατος, 
γίνεται ακριβέστερη ως προς την εκτίµηση του g(θ). Οι εκτιµήτριες που έχουν αυτή την ιδιότητα 
θα καλούνται συνεπείς. Για παράδειγµα η σ.π.π. µίας συνεπούς εκτιµήτριας Tn της g(θ) θα έχει τη 
µορφή που δίνεται στο επόµενο σχήµα.  

 Τ100

 Τ50

 Τ30

 Τ20
 Τ10

 g(θ)  
Πιο αυστηρά δίνεται ο επόµενος ορισµός.  

Ορισµός 4.6. Μία εκτιµήτρια Τn=Tn(X1,X2,...,Xn) µιας παραµέτρου g(θ) θα καλείται συνεπής αν 
ισχύει ότι 

P T gn n
(| ( )| )− < →

→∞
θ ε 1  για κάθε ε > 0. 

Σύµφωνα µε τον παραπάνω ορισµό µία εκτιµήτρια Τn θα είναι συνεπής αν, λαµβάνοντας ένα πολύ 
µεγάλο δείγµα (ασυµπτωτικά), παίρνει τιµές σε µία οσοδήποτε µικρή περιοχή (g(θ)−ε, g(θ)+ε) 
γύρω από το g(θ) µε πιθανότητα 1. Επειδή όµως ο έλεγχος της παραπάνω συνθήκης δεν είναι εύ-
κολος συνήθως χρησιµοποιούµε την επόµενη πρόταση.  

Πρόταση 4.2. Μία εκτιµήτρια Τn=Tn(X1,X2,...,Xn) µιας παραµέτρου g(θ) θα είναι συνεπής αν ισχύ-
ουν οι παρακάτω συνθήκες 
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nnTV , 
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ή ισοδύναµα αν 0)()()( 2
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Απόδειξη. Από την ανισότητα Markov για την τ.µ. (Τn − g(θ))2 και για α = ε2 θα ισχύει ότι  
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Επειδή όµως 0)()()( 2

∞→
→+=

nnnn TbTVTmse , θα ισχύει ότι 

0)ε|)((| →≥− θgTP n  για κάθε  ε > 0, ή ισοδύναµα P T gn n
(| ( )| )− < →

→∞
θ ε 1  για κάθε ε > 0 

και άρα η Τn είναι συνεπής εκτιµήτρια του g(θ). 

Άσκηση 4.8. ∆είξτε ότι ο δειγµατικός µέσος X  παρατηρήσεων που προέρχονται από µία κατα-
νοµή µε µέση τιµή µ και διασπορά σ2 < ∞ είναι συνεπής εκτιµήτρια του µ.  

Λύση. Έχουµε ήδη αποδείξει παραπάνω ότι  

E X( )=µ ,   
n

XV
2σ)( =  

και εποµένως (αν ως Τn θεωρήσουµε την X Xn i
n

i= ∑ =
1

1 ), 

0σ)µ)((σ)()()(
2

2
2

2

∞→
→=−+=+=

nn
XE

n
XbXVXmse . 

 

Η κατανοµή χι-τετράγωνο (χ2, chi-square) 

Είδαµε παραπάνω ότι η στατιστική συνάρτηση  

S
n

X Xi
i

n
2 2

1

1
1

=
−

−
=
∑ ( )  

αποτελεί αµερόληπτη εκτιµήτρια της διασποράς σ2 ενός πληθυσµού. Για να εξετάσουµε όµως αν 
είναι αποτελεσµατικότερη κάποιας άλλης εκτιµήτριας ή π.χ. αποτελεί συνεπή εκτιµήτρια του σ2 

θα πρέπει να γνωρίζουµε τη διασπορά της. Επειδή συνηθέστερη κατανοµή είναι η κανονική, στη 
συνέχεια θα εξετάσουµε την κατανοµή της S2 όταν το δείγµα προέρχεται από µία N(µ,σ2). Αρχικά 
θα χρειαστεί να ορίσουµε την κατανοµή Γάµµα η οποία αποτελεί γενίκευση της εκθετικής κατα-
νοµής.  

Ορισµός 4.7. Η συνεχής κατανοµή µε σ.π.π. 

f x
a

x e x
a

a x( )
( )

,= >− −λ λ

Γ
1 0    όπου      ∫

∞ −−=Γ
0

1)( dxexa xa  

(f (x)=0 για x≤0) καλείται κατανοµή Γάµµα µε παραµέτρους λ>0, α>0 (συµβολίζεται και µε 
G(α,λ)).  

Η συνάρτηση Γ:[0,∞)→R καλείται συνάρτηση γάµµα. Χρησιµοποιώντας ολοκλήρωση κα-
τά παράγοντες αποδεικνύεται ότι  

Γ(α+1) = α Γ(α),  α > 0.   
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Επίσης εύκολα βλέπουµε ότι Γ(1)=1. Εποµένως, Γ(2) = 1Γ(1) = 1, Γ(3) = 2Γ(2) = 2, Γ(4) = 3Γ(3) 
= 3⋅2, κ.ο.κ, Γ(α)=(α−1)! για α = 1,2,... . Η συνάρτηση γάµµα µπορεί να θεωρηθεί ως µία επέκτα-
ση της συνάρτησης παραγοντικό (που είναι ορισµένη στο {0,1,2...}) σε όλο το [0,∞).  

Αν X ~ G(α,λ) τότε αποδεικνύεται ότι 

λ
aXE =)( ,  2)(

λ
aXV = . 

Είναι εύκολο να δούµε ότι η εκθετική κατανοµή είναι µία κατανοµή G(λ,1). Επίσης, αποδεικνύε-
ται ότι αν Χ1,Χ2,...,Χk είναι ανεξάρτητες τ.µ. µε  Χi ~ G(αi,λ), i=1,2,...,k τότε η τ.µ.  

Χ1 + Χ2 + ... + Xk  ~  G(α1 + α2 + ... + αk, λ).  

Μία υποπερίπτωση της κατανοµής Γάµµα, η G(n/2,1/2) για n = 1,2,…, παρουσιάζει ιδιαί-
τερο ενδιαφέρον στη Στατιστική. Aυτό προκύπτει από τις επόµενες προτάσεις.  

Πρόταση 4.3. Αν Χ ~ Ν(0,1) τότε η κατανοµή της τ.µ. Υ = Χ 2 ακολουθεί G(1/2,1/2) κατανοµή. 

Απόδειξη. Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της τ.µ. Υ για x > 0 θα είναι 

))()(()()()()()( 2 xx
dx
dxXxP

dx
dxXP

dx
dxYP

dx
dxF

dx
dxf YY −Φ−Φ=≤≤−=≤=≤==  

22/1

2
1

2
1)(φ2)1)(2(

x

ex
x

xx
dx
d −−==−Φ=

π
, x > 0 

ενώ 0)( =xfY  για x ≤ 0 (διότι σε αυτή την περίπτωση 0)( 2 =≤ xXP ). Η σ.π.π. της Υ επαληθεύε-
ται εύκολα ότι είναι η σ.π.π. της G(½, ½) (ισχύει ότι Γ(½)= π ). 

Πρόταση 4.4. Αν Χ1,Χ2,...,Χn~Ν(0,1) ανεξάρτητες τ.µ. τότε η κατανοµή της τ.µ. ∑ −i
n

iX1
2  ακολουθεί 

G(n/2,1/2) κατανοµή. 

Απόδειξη. Οι τ.µ. Xi
2 , σύµφωνα µε την προηγούµενη πρόταση, ακολουθούν κατανοµή G(1/2, 

1/2). Εποµένως το άθροισµά τους, σύµφωνα µε την παραπάνω ιδιότητα της κατανοµής Γάµµα, θα 
ακολουθεί κατανοµή G(n/2,1/2). 

H κατανοµή G(n/2,1/2), δηλαδή η κατανοµή του αθροίσµατος των τετραγώνων τυπικών 
κανονικών, έχει ιδιαίτερη σηµασία στη στατιστική και συναντάται σε αρκετές εφαρµογές. Για το 
λόγο αυτό της έχει δοθεί µία ιδιαίτερη ονοµασία. Ειδικότερα έχουµε τον επόµενο ορισµό.  

Ορισµός 4.8. Η κατανοµή του αθροίσµατος των τετραγώνων n ανεξάρτητων τυπικών κανονικών η 
οποία είναι G(n/2,1/2), θα καλείται κατανοµή χι-τετράγωνο µε n βαθµούς ελευθερίας (chi-square ή 
χ2, G(n/2,1/2) ≡ χ 2

n ).  
Όπως είναι φανερό, οι βαθµοί ελευθερίας (β.ε.) n είναι η παράµετρος της κατανοµής χ 2

n . 
Αποδεικνύεται στην επόµενη πρόταση ότι οι β.ε. µιας χ 2

n  είναι και η µέση της τιµή. 

Πρόταση 4.5. Αν Χ ~ χ 2
n  τότε, 

E X n( )= ,   nXV 2)( = . 

Απόδειξη. Γνωρίζουµε ότι η κατανοµή χ 2
n  είναι στην ουσία µία G(α=n/2, λ=1/2) και εποµένως θα 

έχει µέση τιµή α/λ=n, και διασπορά α/λ2=2n. 
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Ιδιαίτερα χρήσιµη για την στατιστική είναι η επόµενη πρόταση σύµφωνα µε την οποία η 

κατανοµή της δειγµατικής διασποράς S2 από κανονικό πληθυσµό ακολουθεί (κατάλληλα τροπο-
ποιηµένη) κατανοµή χι-τετράγωνο. 

Πρόταση 4.6. Αν Χ1,Χ2,...,Χn τ.δ. από την Ν(µ,σ2) και 

S
n

X Xi
i

n
2 2

1

1
1

=
−

−
=
∑ ( )  

η δειγµατική διασπορά, τότε 
( )

~
n S X Xi

i

n

n

−
=

−



=

−∑1 2 2

1
1

2

σ σ
χ2 . 

Άσκηση 4.9. Αν Χ1,Χ2,...,Χn τ.δ. από την Ν(µ,σ2), εξετάσετε ως προς i) την αµεροληψία, ii) τη 
σχετική αποτελεσµατικότητα και iii) τη συνέπεια, τις εκτιµήτριες του σ2: 

S
n

Xi
i

n

0
2 2

1

1
= −

=
∑ ( )µ    και   S

n
X Xi

i

n
2 2

1

1
1

=
−

−
=
∑ ( ) . 

iv) Σε ποιά περίπτωση συστήνετε τη χρήση της S0
2  και σε ποια τη χρήση της S2; 

Λύση. i) Από την Πρόταση 4.1.β γνωρίζουµε ότι η S2 αποτελεί αµερόληπτη εκτιµήτρια του σ2 α-
νεξάρτητα από την κατανοµή από την οποία προέρχονται οι παρατηρήσεις. Το ίδιο είναι εύκολο 
να δείξουµε και για την S0

2 . Πράγµατι, 

22

11

22
0 σσ1)(1))µ((1)( ===−= ∑∑

==

n
n

XV
n

XE
n

SE
n

i
i

n

i
i . 

Εποµένως και οι δύο σ.σ. είναι αµερόληπτες εκτιµήτριες του σ2.  

ii) Θα βρούµε τις διασπορές των εκτιµητριών S0
2  και S2. Για την S0

2  παρατηρούµε ότι η τ.µ. 
n S0

2 /σ2 γράφεται στη µορφή 

nS X
Zi

i

n

i
i

n
0
2 2

1

2

1σ
µ

σ2 =
−



 =

= =
∑ ∑ , 

όπου Ζ1,Ζ2,...,Ζn είναι ανεξάρτητες Ν(0,1) τ.µ. Εποµένως, από την Πρόταση 4.4. προκύπτει ότι  

η τ.µ. n S0
2 /σ2 ακολουθεί G(n/2,1/2) = χ n

2  κατανοµή και άρα θα έχει διασπορά 2n. ∆ηλαδή, 

( ) ( )
n

SVnSVnnnSV
4

2
0

2
04

2

2

2
0 σ22

σ
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σ
=⇒=⇒=


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
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Για την S2 τώρα, από την Πρόταση 4.6. παρατηρούµε ότι η τ.µ.  

( )n S X Xi

i

n−
=

−







=
∑1 2 2

1σ σ2   

ακολουθεί κατανοµή χ n−1
2  και εποµένως από την Πρόταση 4.5. θα έχει διασπορά 2(n−1). ∆ηλαδή, 

Var
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n
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( )
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




 = −

1
2 1

2

σ2    και εποµένως    ( )
1

σ2 4
2

−
=

n
SV .  

Από τα παραπάνω βλέπουµε ότι η εκτιµήτρια S0
2  είναι αποτελεσµατικότερη από την S2 µε σχετι-

κή αποτελεσµατικότητα  

nSV
SV 11

)(
)(

2

2
0 −= , 

iii) Στο ερώτηµα (i) αποδείχθηκε ότι οι δύο εκτιµήτριες είναι α.ε. του σ2 µε διασπορές  

( ) 0
1

σ2 4
2

∞→
→

−
=

nn
SV       και      ( ) 0σ2 4

2
0 ∞→

→=
nn

SV  

και εποµένως, από την Πρόταση 4.2. και οι δύο εκτιµήτριες είναι συνεπείς. 

iv) Η εκτιµήτρια S0
2  είναι αποτελεσµατικότερη από την S2 αν και η σχετική αποτελεσµατικότητα 

της S2 σε σχέση µε την S0
2  είναι σχεδόν 1 για µεγάλα n (οι δύο εκτιµήτριες έχουν πρακτικά την 

ίδια απόδοση για σχετικά µεγάλα δείγµατα). Από την άλλη όµως παρατηρούµε ότι η χρήση της 
εκτιµήτριας S0

2  είναι δυνατή µόνο όταν είναι γνωστό το µ, ενώ η S2 δεν βασίζεται στην ακριβή 
τιµή του µ. Εποµένως, για µικρά δείγµατα µε γνωστό µ, συνίσταται η χρήση της S0

2  ενώ σε όλες 
τις άλλες περιπτώσεις είναι προτιµότερο να χρησιµοποιούµε την S2. 

 

Μέθοδοι εκτιµήσεως.  
 Στις προηγούµενες παραγράφους εξετάσαµε τα χαρακτηριστικά (π.χ. αµεροληψία, αποτε-
λεσµατικότητα, συνέπεια, κ.τ.λ.) αρκετών εκτιµητριών παραµέτρων γνωστών κατανοµών. Σε όλες 
αυτές τις περιπτώσεις έπρεπε πρώτα να γνωρίζουµε τη µορφή της εκτιµήτριας και στη συνέχεια 
να εξετάσουµε αν είναι π.χ. συνεπής. Στις περισσότερες περιπτώσεις χρησιµοποιήσαµε το δειγµα-
τικό µέσο και τη δειγµατική διασπορά µιας και αυτές είναι οι πιο γνωστές στατιστικές συναρτή-
σεις. Οι εκτιµήτριες αυτές αποδείχθηκαν αρκετά ικανοποιητικές στις περιπτώσεις που επιθυµούµε 
να εκτιµήσουµε µέσες τιµές ή διασπορές κανονικών πληθυσµών. Τι γίνεται όµως στη γενική πε-
ρίπτωση που δίνεται κάποια κατανοµή και θέλουµε να εκτιµήσουµε κάποια συνάρτηση των πα-
ραµέτρων της; Στη συνέχεια θα παρουσιάσουµε δύο µεθόδους για την εύρεση εκτιµητριών για 
οποιαδήποτε συνάρτηση των παραµέτρων. Η πρώτη είναι η (αρχαιότερη) µέθοδος των ροπών ενώ 
η δεύτερη και σηµαντικότερη είναι η µέθοδος της µέγιστης πιθανοφάνειας. 

α. Μέθοδος των ροπών 

Έστω ένα τ.δ. Χ1,Χ2,...,Χn από µία κατανοµή µε συνάρτηση σ.κ. F(x;θ=(θ1,θ2, ...,θk)) για 
την οποία υποθέτουµε ότι υπάρχουν οι ροπές έως k τάξης ( E Xi

r( ) : ροπή r-τάξης της τ.µ. Χi). Έ-
στω επίσης ότι επιθυµούµε να εκτιµήσουµε τα θ1,θ2,...,θk. Οι k-πρώτες ροπές της κατανοµής θα 
είναι συναρτήσεις των παραµέτρων θ1,θ2,...,θk, δηλαδή θα είναι 

)θ,...,θ,(θµ)( 21 kr
rXE ′= ,  για r=1,2,...,k. 
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(όπου για ευκολία συµβολίζουµε µε )( rXE  την κοινή ροπή r τάξης των Χ1,Χ2,...,Χn, δηλ. )( rXE  

= )( r
iXE , i=1,2,...,n). Σύµφωνα µε τη µέθοδο των ροπών, κατασκευάζουµε το ακόλουθο σύστηµα 

που αποτελείται από k εξισώσεις και k αγνώστους θ1,θ2,...,θk:  

krm krr ,...,2,1),θ,...,θ,(θµ 21 =′=  

όπου r
i

n
inr Xm 1

1
=∑=  είναι η δειγµατική ροπή r-τάξης.  ∆ηλαδή στην ουσία κατασκευάζουµε το 

σύστηµα 

)(1
1

XEX
n

n

i
i =∑

=

,    

)(1 2

1

2 XEX
n

n

i
i =∑

=
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........  

)(1
1

k
n

i

k
i XEX

n
=∑

=

. 

Εξισώνουµε δηλαδή τις k πρώτες δειγµατικές ροπές mr µε τις k πρώτες πληθυσµιακές ροπές 
)( rXE , r = 1,2,...,k. Οι λύσεις αυτού του συστήµατος ως προς θ1,θ2,...,θk καλούνται εκτιµήτριες 

ροπών των θ1,θ2,...,θk και συµβολίζονται µε ~ ,~ ,...,~θ θ θ1 2 k . Σε αρκετές περιπτώσεις η µέθοδος αυτή 
προσφέρει εκτιµήτριες µε καλές ιδιότητες (π.χ. α.ε.ε.δ.) αλλά υπάρχουν και αρκετές περιπτώσεις 
όπου δεν µπορεί να εφαρµοστεί ή δεν οδηγεί σε καλές εκτιµήτριες. 

 Πριν περάσουµε σε κάποιες εφαρµογές είναι χρήσιµο να δούµε που βασίζεται η παραπάνω 
µέθοδος. Συγκεκριµένα έχουµε την επόµενη πρόταση. 

Πρόταση 4.7. Η δειγµατική ροπή  

m
n

Xr i
r

i

n

=
=
∑1

1
 

τάξεως r είναι συνεπής εκτιµήτρια της ροπής ′ =µr i
rE X( )  τάξεως r ενός πληθυσµού (υποθ. ότι 

∞<)( k
iXV ). 

Απόδειξη. Έστω Χ1,Χ2,...,Χn ένα τ.δ. από µία κατανοµή µε συνάρτηση σ.κ. F(x;θ). Ισχύει ότι  

rr

n

i

r
ir n

n
XE

n
mE µµ1)(1)(
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και  

0)()(1)(1)( 1
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1
2 ∞→=

→=== ∑ n

r
r

n

i

r
ir n

XVXnV
n

XV
n

mV  

και άρα η mr είναι συνεπής εκτιµήτρια του rµ′ .  

Από την παραπάνω πρόταση προκύπτει ότι, για πολύ µεγάλα δείγµατα, πρακτικά θα είναι 
mr r≈ ′µ . Εποµένως, για µεγάλο n θα ισχύει ότι, 

 mr r k= ′µ (θ θ θ1 2, ,..., ) ,  r=1,2,...,k,  

από όπου λύνοντας παίρνουµε τις εκτιµήτριες ροπών.  

Άσκηση. 4.10. ∆εδοµένου ενός τ.δ. X1,X2,...,Xn να βρεθούν οι εκτιµήτριες ροπών των παραµέ-
τρων: i) θ αν Χi ~ εκθετική µε παράµετρο θ,  ii) θ αν Χi ~ οµοιόµορφη στο (0,θ), iii) λ αν Χi ~ Pois-
son µε παράµετρο λ. 
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Λύση. i) Έχουµε µία άγνωστη παράµετρο θ1=θ και εποµένως θα πάρουµε µία εξίσωση µε έναν 
άγνωστο (k=1):  

m m E X
n
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i

n
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1

1
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
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 . 

Άρα εάν θέλουµε να εκτιµήσουµε την παράµετρο θ ενός πληθυσµού που ακολουθεί εκθετική κα-
τανοµή, τότε λαµβάνοντας ένα δείγµα X1,X2,...,Xn θα έχουµε ότι X1/=θ~ . 

ii) Έχουµε και πάλι µία άγνωστη παράµετρο θ1= θ και εποµένως θα πάρουµε µία εξίσωση 
µε έναν άγνωστο (k=1):  

m m E X
n

Xi i
i

n

1 1 1
1

1
= ′ ⇔ = ⇔

=
∑µ (θ =

θ
21) ( ) , 

από όπου προκύπτει ότι 
~θ = =2

2
1n

X Xi
i

n

=
∑ . 

Όµοια, εάν θέλουµε να εκτιµήσουµε την παράµετρο θ ενός πληθυσµού που ακολουθεί οµοιόµορ-
φη κατανοµή στο (0,θ), τότε µπορούµε να πάρουµε ότι X2=θ~ . 

iii) Εδώ θ1= λ και εποµένως θα πάρουµε και πάλι µία εξίσωση µε έναν άγνωστο (k=1):  

m m E X
n

Xi i
i

n

1 1 1
1

1
= ′ ⇔ = ⇔

=
∑µ (θ =λ1) ( )  

και τελικά 
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1
1n

X Xi
i

n
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Άσκηση. 4.11. ∆εδοµένου ενός τ.δ. X1,X2,...,Xn από Ν(µ,σ2) να βρεθούν οι εκτιµήτριες ροπών των 
παραµέτρων µ, σ2.  

Λύση. Έχουµε δύο άγνωστες παραµέτρους θ1=µ, θ2=σ2 και εποµένως θα πάρουµε δύο εξισώσεις 
µε δύο αγνώστους (k=2):  
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και άρα λύνοντας ως προς µ, σ2 προκύπτουν οι εκτιµήτριες ροπών 

( )~ , ~µ= σ2 2X
n

X X
n

X X
n

n
Si

i

n
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n

= − = − =
−

= =
∑ ∑1 1 12
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Εποµένως η εκτιµήτρια ροπών του µ ενός κανονικού πληθυσµού είναι και πάλι ο δειγµατικός µέ-
σος ενώ η αντίστοιχη εκτιµήτρια του σ2 είναι η (n−1)S2/n που είναι συνεπής αλλά δεν είναι αµε-
ρόληπτη εκτιµήτρια (είναι όµως ασυµπτωτικά αµερόληπτη). 
 

Άσκηση 4.12. Έστω ένα τ.δ. X1,X2,...,Xn από την οµοιόµορφη στο (α, b) κατανοµή. Να βρεθούν οι 
εκτιµήτριες ροπών των παραµέτρων α, b. 
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Λύση. Έχουµε δύο άγνωστες παραµέτρους θ1=α, θ2=b και εποµένως θα πάρουµε δύο εξισώσεις 
µε δύο αγνώστους (k=2):  
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και ισοδύναµα,  
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Λύνοντας ως προς a, b προκύπτουν οι εκτιµήτριες ροπών 

~ ( ) , ~ ( )a X
n

X X b X
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X Xi
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Άρα εάν θέλουµε να εκτιµήσουµε τις παραµέτρους a, b ενός πληθυσµού που ακολουθεί την ο-
µοιόµορφη στο (α, b) κατανοµή, τότε λαµβάνοντας ένα δείγµα X1,X2,...,Xn µπορούµε να χρησιµο-
ποιήσουµε τις παραπάνω εκτιµήτριες ba ~,~ . 
 

β. Μέθοδος µέγιστης πιθανοφάνειας. 
Η µέθοδος αυτή είναι αρκετά ισχυρή διότι, µε µία σχετικά εύκολη διαδικασία, προσφέρει 

εκτιµήτριες µε πολύ καλές ιδιότητες. Όπως και στην προηγούµενη παράγραφο, θεωρούµε αρχικά 
ένα τ.δ. Χ1,Χ2,...,Χn από µία κατανοµή µε συνάρτηση σ.π. ή σ.π.π. f (x;θ). Έστω ότι επιθυµούµε να 
εκτιµήσουµε το θ ή οποιαδήποτε συνάρτηση του, g(θ). Η από κοινού σ.π.π ή σ.π. των X1,X2,...,Xn 
θεωρούµενη ως συνάρτηση του θ, δηλαδή η  

L f x x x f xn i
i

n

x θ θ θ( ) ( , ,..., ; ) ( ; )= =
=
∏1 2

1
, 

θα καλείται συνάρτηση πιθανοφάνειας του δείγµατος. Η εκτιµήτρια µέγιστης πιθανοφάνειας δίνε-
ται στον επόµενο ορισµό. 

Ορισµός 4.8. Μία εκτιµήτρια 
∧
θ  θα καλείται εκτιµήτρια µέγιστης πιθανοφάνειας (ε.µ.π. ή MLE) 

της παραµέτρου (ή των παραµέτρων) θ αν ισχύει ότι 

);,...,,(sup)(sup)( 21 θθθ
θ

X
θ

X nXXXfLL
Θ∈Θ∈

∧
== . 

Άρα η ε.µ.π. 
∧
θ  είναι στην ουσία η τιµή της παραµέτρου θ που µεγιστοποιεί τη συνάρτηση πιθα-

νοφάνειας L(θ). Συνήθως, αντί να αναζητούµε το σηµείο µεγίστου της L(θ), είναι πιο εύκολο να 
αναζητούµε το σηµείο µεγίστου του lnL(θ) (έχουν το ίδιο σηµείο µεγίστου διότι η συνάρτηση ln 
είναι αύξουσα). Προφανώς, αν k=1 (θ = θ) και η συνάρτηση lnL(θ) παραγωγίζεται σε ολόκληρο 
τον παραµετρικό χώρο Θ (και Θ ανοικτό διάστηµα) µπορούµε να βρούµε το σηµείο µεγίστου µέ-

σα από τη λύση της εξίσωσης (lnL(θ))΄=0, ελέγχοντας παράλληλα ότι ( )(ln
∧
θL )΄΄ <0.  

 

Άσκηση 4.13. Έστω Χ1,Χ2,...,Χn τ.δ. από κατανοµή Poisson µε µέση τιµή λ. Βρείτε την ε.µ.π. του 
λ. 
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Λύση. Είναι γνωστό ότι η σ.π. της κατανοµής Poisson (λ) είναι 

f x e
x

x
x

( ; )
!
, , ,... ,λ

λ
λ>0λ= =− 0 1  

και άρα ο λογάριθµος της συνάρτησης πιθανοφάνειας του δείγµατος θα δίνεται από τον τύπο 
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Παρατηρούµε ότι η παραπάνω συνάρτηση του λ είναι παραγωγίσιµη σε όλο τον παραµετρικό χώ-
ρο (0,∞). Εποµένως, τα πιθανά λ για τα οποία µεγιστοποιείται η lnL(λ) θα είναι ρίζες της εξίσω-
σης (lnL(λ))΄=0. Ειδικότερα θα έχουµε ότι 
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και εποµένως 
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1λ , 

η οποία συµπίπτει µε την εκτιµήτρια ροπών του λ. Αποµένει φυσικά να επαληθεύσουµε ότι η πα-
ραπάνω τιµή αποτελεί µέγιστο. Πράγµατι, ισχύει ότι  

01

)λ(

1))λ((ln
λ 2
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Αξίζει να παρατηρήσουµε ότι οι ε.µ.π. έχουν ασυµπτωτικά πολύ καλές ιδιότητες. Πιο συγκεκρι-
µένα αν n

∧

θ  είναι ε.µ.π. του θ από δείγµα µεγέθους n, αποδεικνύεται ότι, κάτω από κατάλληλες 
συνθήκες οµαλότητας, η n

∧

θ  ακολουθεί ασυµπτωτικά κανονική κατανοµή. Επίσης, Ε( n

∧

θ )→θ και 
V( n

∧

θ ) → 0 και εποµένως η n

∧

θ  είναι συνεπής εκτιµήτρια του θ. Αποδεικνύεται επίσης ότι ασυ-
µπτωτικά (n→∞), η n

∧

θ  είναι άριστη εκτιµήτρια του θ. Άρα, η βέλτιστη εκτιµήτρια µιάς παραµέ-
τρου θ όταν έχουµε ένα σχετικά µεγάλο δείγµα, θα είναι η ε.µ.π. του θ.  
 

Άσκηση. 4.14. ∆εδοµένου ενός τ.δ. X1,X2,...,Xn από Ν(µ,σ2) να βρεθούν: i) η ε.µ.π. του µ αν σ2 
γνωστό, ii) η ε.µ.π. του σ2 αν µ γνωστό, ii) οι ε.µ.π. των παραµέτρων µ, σ2 (και τα δύο είναι άγνω-
στα) . 

Λύση. i) Είναι γνωστό ότι η σ.π. της Ν(µ,σ2) κατανοµής είναι 
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και άρα ο λογάριθµος της συνάρτησης πιθανοφάνειας του δείγµατος θα δίνεται από τον τύπο 
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Η παραπάνω συνάρτηση του µ είναι παραγωγίσιµη σε όλο τον παραµετρικό χώρο (−∞,∞). Εποµέ-
νως, τα πιθανά µ για τα οποία µεγιστοποιείται η lnL(µ) θα είναι ρίζες της εξίσωσης (lnL(µ))΄=0. 
Ειδικότερα, 
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και άρα 

X=µ
∧

, 

η οποία συµπίπτει µε την εκτιµήτρια ροπών του µ. Η παραπάνω τιµή αποτελεί µέγιστο διότι 
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ii) O λογάριθµος της συνάρτησης πιθανοφάνειας του δείγµατος θα ισούται (θέτουµε θ=σ2) 
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Η παραπάνω συνάρτηση του θ είναι παραγωγίσιµη σε όλο τον παραµετρικό χώρο (0,∞). Εποµέ-
νως, όµοια µε παραπάνω, θα έχουµε ότι 
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και άρα 
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η οποία, όπως έχουµε υποθέσει, προϋποθέτει τη γνώση του µ. Η παραπάνω τιµή αποτελεί µέγιστο 
διότι 
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iii) O λογάριθµος της συνάρτησης πιθανοφάνειας του δείγµατος θα ισούται (θέτουµε θ=σ2) 
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Η παραπάνω συνάρτηση των θ, µ είναι παραγωγίσιµη σε όλο τον παραµετρικό χώρο (0,∞)×(−∞, 
∞). Εποµένως, για να βρούµε το µέγιστο εξισώνουµε τις µερικές παραγώγους µε το 0. Συγκεκρι-
µένα θα έχουµε ότι 
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και άρα λύνοντας ως προς µ, θ προκύπτει ότι 
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Παρατηρούµε ότι συµπίπτουν µε τις εκτιµήτριες ροπών.  
 

Άσκηση. 4.15. ∆εδοµένου ενός τ.δ. X1,X2,...,Xn να βρεθούν οι ε.µ.π. των παραµέτρων: i) θ αν Χi ~ 
οµοιόµορφη στο (0,θ). ii) θ αν Χi ~ εκθετική µε παράµετρο θ. 

Λύση. i) H σ.π. της οµοιόµορφης στο (0,θ) κατανοµής είναι 
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και άρα η συνάρτηση πιθανοφάνειας του δείγµατος θα είναι 
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όπου Ιx(θ)=1 αν x1,...,xn<θ ⇔  θ > maxi xi  και Ιx(θ)=0 αν θ ≤ maxi xi. Η παραπάνω συνάρτηση του 
θ δεν είναι παραγωγίσιµη σε όλο τον παραµετρικό χώρο (0,∞). Πράγµατι, δεν είναι παραγωγίσιµη 
στο σηµείο θ = maxi xi. Εποµένως δεν µπορούµε να ακολουθήσουµε τη γνωστή διαδικασία παρα-
γωγίζοντας και εξισώνοντας µε το 0. Εναλλακτικά, θα βρούµε το θ για το οποίο µεγιστοποιείται η 
L(θ) από το γράφηµά της. Η γραφική παράσταση της συνάρτησης πιθανοφάνειας L(θ) θα είναι 
της µορφής: 

 

 maxi xi 0  θ

 L(θ)

 

Πράγµατι, η συνάρτηση h In( ) (θ
θ

θ)=
1

x  είναι ίση µε 0 αν θ ≤ maxi xi  ενώ για θ > maxi xi είναι 

φθίνουσα. Εποµένως το supremum των τιµών της συνάρτησης λαµβάνεται στο maxi xi. Από τον 
ορισµό της ε.µ.π. συµπεραίνουµε τελικά ότι 
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},...,,max{θ 21 nXXX=
∧

. 

Η εκτιµήτρια αυτή είναι καλύτερη από την εκτιµήτρια ροπών ~θ =2 X  (αποδεικνύεται ότι έχει µι-
κρότερο µέσο τετραγωνικό σφάλµα, ενώ είναι ασυµπτωτικά αµερόληπτη). 

ii) H σ.π. της εκθετικής κατανοµής µε παράµετρο θ είναι 

f x e xx( ; )θ θ ,θ= >− 0 . 

Ο λογάριθµος της συνάρτησης πιθανοφάνειας του δείγµατος θα δίνεται από τον τύπο 
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Η παραπάνω συνάρτηση του θ είναι παραγωγίσιµη σε όλο τον παραµετρικό χώρο (0,∞). Εποµέ-
νως, τα πιθανά θ για τα οποία µεγιστοποιείται η lnL(θ) θα είναι ρίζες της (lnL(θ))΄=0. Ειδικότερα, 
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η οποία συµπίπτει µε την εκτιµήτρια ροπών του θ. Η παραπάνω τιµή αποτελεί µέγιστο διότι 
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Άσκηση 4.16. Έστω ένα τ.δ. X1,X2,...,Xn από τη διωνυµική (v, p) κατανοµή. Να βρεθεί η ε.µ.π. της 
παραµέτρου p. 

Λύση. H σ.π. της διωνυµικής (v, p)  κατανοµής είναι 
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Ο λογάριθµος της συνάρτησης πιθανοφάνειας του δείγµατος δίνεται από τον τύπο 
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Η παραπάνω συνάρτηση του p είναι παραγωγίσιµη σε όλο τον παραµετρικό χώρο (0,1). Εποµέ-
νως, θα έχουµε 
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και άρα, λύνοντας ως προς p θα έχουµε ότι 
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Η παραπάνω τιµή αποτελεί µέγιστο διότι 
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Πρόταση 4.8. (αναλλοίωτου της ε.µ.π.)  Αν g είναι µία 1-1 συνάρτηση τότε η ε.µ.π. της π.σ. g(θ) 

είναι η )(
∧

θg  (δηλαδή, )()(
∧∧

= θgθg ). 
 

Άσκηση. 4.17. ∆εδοµένου ενός τ.δ. X1,X2,...,Xn από Ν(µ,σ2) να βρεθεί η ε.µ.π. του σ. 

Λύση. Από την Άσκηση 4.14 έχουµε βρει ότι οι ε.µ.π. των µ, σ2 από κανονική κατανοµή είναι   
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Άρα, χρησιµοποιώντας και την Πρόταση 4.8.(i), θα έχουµε ότι η ε.µ.π. του g( )σ σ σ2 2= =  θα 
είναι (η g( )θ θ=  είναι 1-1 για θ > 0) 
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Άσκηση 4.18. Έστω ότι η ηµερήσια ζήτηση ενός προϊόντος από ένα πολυκατάστηµα ακολουθεί 
κατανοµή Poisson (λ) (και είναι ανεξάρτητη από τις άλλες ηµέρες). Για λόγους συντήρησης, το 
πολυκατάστηµα δεν θα διαθέτει το προϊόν αυτό για k ηµέρες. Χρησιµοποιώντας στοιχεία που υ-
πάρχουν για τη ζήτηση του προϊόντος τις n τελευταίες ηµέρες, να εκτιµήσετε την πιθανότητα να 
ζητηθεί το προϊόν αυτό κατά τη διάρκεια της συντήρησης (χρησιµ. ε.µ.π.). 

Λύση. Έστω Χ1,Χ2,...,Χn η ζήτηση του προϊόντος τις n τελευταίες ηµέρες. Σύµφωνα µε την εκφώ-
νηση οι τ.µ. Χ1,Χ2,...,Χn είναι ένα τ.δ. από την Poisson µε µέση τιµή λ. Έστω Υ1,Υ2,...,Υk οι τ.µ. που 
εκφράζουν τη ζήτηση τις k ηµέρες της συντήρησης. Ζητείται η πιθανότητα 

P Y Y Y P Y Y Y P Y P Y P Yk k k( ... ) ( , , ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 20 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0> > > = − = = = = − = = =ή ή ή .   

Επειδή η ηµερήσια ζήτηση ακολουθεί κατανοµή Poisson η παραπάνω πιθανότητα θα είναι ίση µε  

1 1− ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = −− − − −e e e e kλ λ λ λ  
Άρα, δεδοµένου ενός τ.δ. Χ1,Χ2,...,Χn  από την Poisson (λ), ζητείται η ε.µ.π. της  

g e k(λ) λ= − −1 . 

Γνωρίζουµε από προηγούµενη άσκηση ότι η ε.µ.π. του λ είναι το X  και εποµένως, σύµφωνα και 
µε την Πρόταση 4.8.(i), η ε.µ.π. της πιθανότητας να ζητηθεί το προϊόν αυτό κατά τη διάρκεια της 
συντήρησης είναι 

Xkeg −
∧

−=1λ)( . 


