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3. Οριακά θεωρήµατα 
 

Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα (Κ.Ο.Θ.) 
Ένα από τα πιο συνηθισµένα προβλήµατα που ανακύπτουν στη στατιστική είναι ο προσ-

διορισµός της κατανοµής ενός µεγάλου αθροίσµατος ανεξάρτητων τ.µ. Έστω Χ1, Χ2, ..., Χn ανε-
ξάρτητες τ.µ. που ακολουθούν την ίδια κατανοµή (ισόνοµες τ.µ.) µε  

Ε(Χi) = µ ,   V(Xi) = σ2 ,    i=1,2,...,n. 

Είναι γνωστό ότι στην περίπτωση που Χ1,Χ2,...,Χn ~ N(µ,σ2), τότε 
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Το ερώτηµα που προκύπτει είναι το εξής: αν οι ανεξάρτητες και ισόνοµες Χ1,Χ2,...,Χn δεν ακολου-
θούν την κανονική κατανοµή αλλά κάποια άλλη κατανοµή (ίσως και άγνωστη), τότε ποια µπορεί 
να είναι προσεγγιστικά η κατανοµή του αθροίσµατος Χ1+Χ2+...+Χn για µεγάλο n; 

Απάντηση σε αυτό το ερώτηµα δίνει το περίφηµο Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα (Κ.Ο.Θ.) 
που καταδεικνύει τη σπουδαιότητα της κανονικής κατανοµής. Εκτός από το θεωρητικό του εν-
διαφέρον και τη σπουδαιότητά του, το θεώρηµα αυτό παρέχει µία απλή µέθοδο για τον προσεγγι-
στικό υπολογισµό πιθανοτήτων που αφορούν αθροίσµατα από ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές.  

Θεώρηµα 3.1. (Κ.Ο.Θ.) Αν οι τ.µ. Χ1,Χ2,...,Χn είναι ανεξάρτητες και ισόνοµες µε Ε(Χi) = µ, V(Xi) = 
σ2 < ∞, i=1,2,...,n, τότε η τ.µ.  
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ακολουθεί ασυµπτωτικά (για µεγάλο n, συνήθως µεγαλύτερο του 30) την τυπική κανονική κατανοµή 
Ν(0,1). 

Λέγοντας παραπάνω ότι η κατανοµή της τ.µ. Ζ ακολουθεί ασυµπτωτικά τυπική κανονική, 
εννοούµε ότι η σ.κ. FZ της Ζ συγκλίνει στην σ.κ. Φ της τυπικής κανονικής (δηλ. 
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Παρατήρηση 3.1. Είµαστε τώρα σε θέση να απαντήσουµε στο ερώτηµα που τέθηκε πριν το 
Κ.Ο.Θ. Συγκεκριµένα, το άθροισµα ανεξάρτητων και ισόνοµων τ.µ. Χ1+Χ2+ ...+Χn µε Ε(Χi)=µ, 
V(Xi)=σ2<∞ και n αρκετά µεγάλο, θα ακολουθεί προσεγγιστικά κανονική κατανοµή, άσχετα µε το 
ποια είναι η κατανοµή των Xi (κανονική η οποιαδήποτε άλλη). Πράγµατι, από το Κ.Ο.Θ. ισχύει 
ότι, για µεγάλο n,  
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και εποµένως η τ.µ. µσ=1 nZnX i
n
i +Σ =  θα ακολουθεί και αυτή κανονική κατανοµή µε µέση τιµή 

και διασπορά 
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Άρα τελικά για οποιεσδήποτε ανεξάρτητες και ισόνοµες τ.µ. X1, Χ2, ..., Xn  (που ακολουθούν ο-
ποιαδήποτε κατανοµή), 
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Σύµφωνα λοιπόν µε το Κ.Ο.Θ., κάθε φυσική ποσότητα η τιµή της οποίας µπορεί να θεωρηθεί ότι 
διαµορφώνεται από ένα µεγάλο αριθµό ανεξάρτητων παραγόντων (δηλαδή µπορεί να γραφεί σαν 
άθροισµα ενός µεγάλου αριθµού ανεξάρτητων και ισόνοµων τ.µ.) ακολουθεί προσεγγιστικά την 
κανονική κατανοµή.  
 

Παρατήρηση 3.2. Η τ.µ.  
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καλείται δειγµατικός µέσος του δείγµατος X1,X2,...,Xn. Σύµφωνα µε το Κ.Ο.Θ και ο δειγµατικός 
µέσος (που προέρχεται από παρατηρήσεις που ακολουθούν οποιαδήποτε κατανοµή) ακολουθεί 
ασυµπτωτικά κανονική κατανοµή. Πράγµατι, από το Κ.Ο.Θ., θα είναι  
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για µεγάλο n. Ισοδύναµα µε το Κ.Ο.Θ. µπορούµε να γράψουµε ότι, η τ.µ.  
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για µεγάλο n. 

Πόρισµα 3.1. Η διωνυµική κατανοµή B(n, p) προσεγγίζεται ικανοποιητικά από την κανονική κατα-
νοµή Ν(np, np(1−p)) όταν np(1−p) µεγάλο ( >10 ή καλύτερα >30) 

Απόδειξη. Έστω n ανεξάρτητες και ισόνοµες δίτιµες τ.µ. Χ1,Χ2,...,Χn έτσι ώστε P(Xi=1) = p, 
P(Xi=0) = 1−p. Αν W = X1+X2+...+Xn τότε είναι φανερό ότι η W µπορεί να θεωρηθεί ως το πλήθος 
των επιτυχιών σε n ανεξάρτητες δοκιµές η κάθε µία από τις οποίες έχει πιθανότητα επιτυχίας p 
και πιθανότητα αποτυχίας 1−p (θεωρούµε το 1 επιτυχία και το 0 αποτυχία). Εποµένως, W~B(n,p). 
Από το Κ.Ο.Θ. όµως θα ισχύει επίσης ότι, για µεγάλο n, 
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και επειδή 

E X P X P X pi i i( ) ( ) ( )= = + = =0 0 1 1 ,    E X P X P X pi i i( ) ( ) ( )2 2 20 0 1 1= = + = = , 
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έπεται ότι ))1(,(~ pnpnpNW −  και τελικά, θα είναι ))1(,(),( pnpnpNpnB −≈ . 

Με παρόµοιο τρόπο αποδεικνύεται και το επόµενο πόρισµα. 

 

Πόρισµα 3.2. Η κατανοµή Poisson µε µέση τιµή λ προσεγγίζεται ικανοποιητικά από την κανονική 
κατανοµή Ν(λ,λ) όταν λ µεγάλο (>10 ή καλύτερα >30). 
 

Άσκηση 3.1. Ο χρόνος ζωής µιας ηλεκτρονικής λυχνίας που κατασκευάζει µία βιοµηχανία είναι 
µία τ.µ. Χ µε συνάρτηση κατανοµής 

F x e xX
x( ) ,= − >−1 0λ , 
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µε λ=0.005.  

i) Αν 49 λυχνίες χρησιµοποιηθούν διαδοχικά η µία µετά την άλλη, να βρεθεί η πιθανότητα ο συ-
νολικός χρόνος λειτουργίας των λυχνιών αυτών να ξεπερνά τις 7700 ώρες. 

ii) Ποια είναι η πιθανότητα ανάµεσα στις 49 αυτές λυχνίες το πολύ 14 να έχουν ζωή µικρότερη 
των 140 ωρών. 

Λύση. Έστω Χ1,Χ2,...,Χn ,n=49, οι τ.µ. που εκφράζουν τους χρόνους ζωής των 49 πρώτων λυ-
χνιών. Οι τ.µ. Χ1,...,Χn είναι ανεξάρτητες και ισόνοµες. Επειδή ακολουθούν εκθετική κατανοµή µε 
παράµετρο λ=0.005=1/200, έπεται ότι  
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Η τ.µ. ∑ =i iX1
49  παριστά το συνολικό χρόνο λειτουργίας (σε ώρες) των 49 λυχνιών όταν αυτές χρη-

σιµοποιηθούν διαδοχικά. Σύµφωνα µε το Κ.Ο.Θ. θα ισχύει ότι (n=49>30), µε µεγάλη προσέγγιση 
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Ζητείται η πιθανότητα 
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ii) Αν Υ είναι το πλήθος των λυχνιών (από τις 49) µε ζωή µικρότερη των 140 ωρών τότε 
θα ισχύει ότι Y ~ B(ν = 49, p = P(Xi ≤ 140)). Αυτό συµβαίνει διότι αν ως επιτυχία θεωρήσουµε το 
ενδεχόµενο Xi ≤ 140 τότε η τ.µ. Υ µπορεί να θεωρηθεί ως το πλήθος των επιτυχιών σε ν = 49 ανε-
ξάρτητες και ισόνοµες δοκιµές µε πιθανότητα επιτυχίας σε κάθε δοκιµή ίση µε P(Xi ≤ 140). H πι-
θανότητα ανάµεσα στις 49 λυχνίες το πολύ 14 να έχουν ζωή µικρότερη των 140 ωρών είναι P(Y ≤ 
14). Σε αυτό το σηµείο θα µπορούσαµε να χρησιµοποιήσουµε τον ακριβή τύπο: 
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και P X F e ei X( ) ( ) .. .≤ = = − = − ≈− ⋅ −140 140 1 1 050 005 140 0 7 . Παρατηρούµε όµως ότι είναι αρκετά δύ-
σκολο να υπολογίσουµε το παραπάνω άθροισµα (ιδιαίτερα τους συνδυασµούς) και είναι προτιµό-
τερο να χρησιµοποιήσουµε την προσέγγιση της διωνυµικής από την κανονική κατανοµή.  Συγκε-
κριµένα, από το Πόρισµα 2.1 γνωρίζουµε ότι B(ν,p) ≈ N(νp,νp(1−p)) (νp(1−p) = 49⋅0.52 = 12.25 > 
10). Άρα, προσεγγιστικά, 
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και συνεπώς η ζητούµενη πιθανότητα προσεγγιστικά θα είναι 
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(ο παραπάνω ακριβής τύπος µε την διωνυµική κατανοµή δίνει  P(Y ≤ 14) ≈ 0.0019). 

Άσκηση 3.2. Έστω ότι k εστιατόρια συναγωνίζονται για τους n εργάτες ενός γειτονικού εργοστα-
σίου. Αν κάθε εργάτης εκλέγει για το γεύµα του τυχαία ένα από τα εστιατόρια αυτά, να προσδιο-
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ριστεί  ο ελάχιστος αριθµός καθισµάτων που πρέπει να διαθέτει ένα εστιατόριο ώστε µε πιθανό-
τητα τουλάχιστο 0.95 να είναι σε θέση να εξυπηρετήσει όλους τους πελάτες που έρχονται σε αυτό 
(n=500, k=5). 

Λύση. Ας κάνουµε τη µελέτη µας για ένα συγκεκριµένο εστιατόριο, έστω το 1ο. Θεωρούµε τις 
τ.µ. X1,X2,...,Xn έτσι ώστε Xi=1 αν ο i εργάτης εκλέγει το 1ο εστιατόριο και Xi=0 αν ο i εργάτης δεν 
εκλέγει το 1ο εστιατόριο. Οι δίτιµες τ.µ. X1,X2,...,Xn  είναι ανεξάρτητες και ισόνοµες µε  
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Το πλήθος των πελατών που εκλέγουν το 1ο εστιατόριο θα είναι ίσος µε ∑ =i
n

iX1 . Από το Κ.Ο.Θ. 
θα ισχύει όµως ότι 
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Σύµφωνα µε την εκφώνηση, αν αn,k είναι ο αριθµός καθισµάτων του εστιατορίου, θα πρέπει 

P X a P
X n k

n

a n k

ni
i

n

n k
ii

n

k k

n k

k k

( ) . (
/

( )

/

( )
) .,

,

=

=∑ ∑
≤ ≥ ⇔

−

−
≤

−

−
≥

1

1
1 1 1 1

0 95
1 1

0 95, 

ή ισοδύναµα,  

P Z
a n k a n kn k

n
k k

n k

n
k k

(
/

( )
) . ( . ) (

/

( )
) ( . ), ,≤

−

−
≥ = ⇔

−

−
≥

1
0 95 1645

1
1645

1 1
Φ Φ Φ , 

και άρα θα πρέπει 
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Για n=500, k=5 θα είναι 
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και εποµένως ο ελάχιστος αριθµός καθισµάτων που πρέπει να διαθέτει το 1ο εστιατόριο είναι 115. 
Προφανώς το ίδιο ισχύει και για τα υπόλοιπα k−1 εστιατόρια 
 

Άσκηση 3.3. Σε µία πόλη 4000 κατοίκων έστω ότι 10 άτοµα την ηµέρα κατά µέσο όρο χρειάζεται 
να εισαχθούν στο νοσοκοµείο. Να υπολογιστεί (κατά προσέγγιση) ο µικρότερος αριθµός των ε-
λεύθερων κρεβατιών που πρέπει να διαθέτει ηµερησίως το νοσοκοµείο για να είναι σε θέση να 
εξυπηρετεί την πόλη µε πιθανότητα τουλάχιστον 95%. 

Λύση. Έστω οι τ.µ. X1,X2,...,Xn έτσι ώστε Xi=1 αν ο i κάτοικος χρειάζεται εισαγωγή (κάποια συ-
γκεκριµένη ηµέρα) και Xi=0 διαφορετικά (n=4000). Οι δίτιµες τ.µ. X1,X2,...,Xn  είναι ανεξάρτητες 
και ισόνοµες µε  
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Το πλήθος των κατοίκων που χρειάζεται κρεβάτι θα είναι ίσο µε ∑ =i
n

iX1 . Από το Κ.Ο.Θ. θα ισχύ-
ει ότι 
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Σύµφωνα µε την εκφώνηση, αν α είναι ο αριθµός των κλινών του νοσοκοµείου, θα πρέπει 
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Άρα ο µικρότερος αριθµός των ελεύθερων κρεβατιών που πρέπει να διαθέτει ηµερησίως το νοσο-
κοµείο είναι 16. 

Άσκηση 3.4. Μία εταιρία κινητής τηλεφωνίας έχει σε µία πόλη 10000 συνδροµητές. Έχει βρεθεί 
ότι η πιθανότητα να χρησιµοποιήσει κάποιος το κινητό του τηλέφωνο (µία συγκεκριµένη ώρα της 
ηµέρας και κάτω από κανονικές συνθήκες) είναι 3%. Να βρεθεί ο αριθµός των ελεύθερων γραµ-
µών που πρέπει να διαθέτει το τηλεφωνικό κέντρο της εταιρίας ώστε το πολύ µία στις 100 κλήσεις 
να βρίσκει το δίκτυο κατειληµµένο. 

Λύση. Έστω οι τ.µ. X1,X2,...,Xn έτσι ώστε Xi=1 αν ο i συνδροµητής χρησιµοποιεί το τηλέφωνό του 
(τη συγκεκριµένη ώρα) και Xi=0 διαφορετικά (n=10000). Οι δίτιµες τ.µ. X1,X2,...,Xn  είναι ανεξάρ-
τητες και ισόνοµες µε  
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Το πλήθος των συνδροµητών που χρησιµοποιεί το τηλέφωνό του θα είναι ίσος µε ∑ =i
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iX1 . Από το 
Κ.Ο.Θ. θα ισχύει ότι 
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Έστω α ο αριθµός των ελεύθερων γραµµών που έχει το τηλεφωνικό κέντρο. Σύµφωνα µε την εκ-
φώνηση, θα πρέπει η πιθανότητα να είναι το δίκτυο κατειληµµένο να είναι ≤ 1% ή ισοδύναµα, 
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Άρα ο µικρότερος αριθµός ελεύθερων γραµµών που πρέπει να έχει το τηλεφωνικό κέντρο της ε-
ταιρίας είναι 340. 

Άσκηση 3.5. Έστω ότι κάποιος θέλει να προσθέσει n πραγµατικούς αριθµούς (µε αρκετά δεκαδι-
κά ψηφία ο καθένας). Για συντοµία όµως δεν χρησιµοποιεί όλα τα ψηφία αλλά πριν κάνει την 
πρόσθεση, τους στρογγυλοποιεί προς τον πλησιέστερο ακέραιο. Ποια είναι η πιθανότητα το συ-
νολικό σφάλµα (διαφορά πραγµατικού αθροίσµατος από το άθροισµα µετά τις στρογγυλοποιή-
σεις) να είναι µικρότερο του 10 εάν υποθέσουµε ότι τα σφάλµατα των στρογγυλοποιήσεων είναι 
ανεξάρτητα και ακολουθούν την οµοιόµορφη στο (−0.5, 0.5) κατανοµή (n = 1200).  
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Λύση. Έστω Χ1,Χ2,...,Χn τα σφάλµατα των στρογγυλοποιήσεων. Θα ισχύει ότι 
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Ανισότητες Markov, Chebyshev 
Ας υποθέσουµε ότι γνωρίζουµε τη µέση τιµή Ε(Χ) µιας τυχαίας µεταβλητής και ίσως ακό-

µη και τη διασπορά της V(Χ). Mπορούµε σε αυτή την περίπτωση να εξάγουµε κάποια συµπερά-
σµατα για την (άγνωστη) κατανοµή της; Ας δούµε στη συνέχεια δύο αποτελέσµατα που µας βοη-
θούν να βρούµε φράγµατα πιθανοτήτων όταν είναι γνωστή µόνο η Ε(Χ) ή οι Ε(Χ), V(Χ) της κατα-
νοµής. 

Πρόταση 3.1. (Ανισότητα Markov). Αν Χ είναι µία θετική τ.µ. (Χ≥0), τότε για κάθε a > 0 ισχύει 
ότι 

a
XEaXP )()( ≤≥ , a > 0. 

Απόδειξη. Θα δώσουµε µία απόδειξη για τη συνεχή περίπτωση. Έστω ότι η Χ έχει συνάρτηση 
πυκνότητας πιθανότητας f (επειδή Χ ≥ 0, θα είναι f (x) = 0 για x < 0). Θα ισχύει ότι 
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από το οποίο προκύπτει το ζητούµενο. � 

 Ως πόρισµα της παραπάνω ανισότητας έχουµε το ακόλουθο αποτέλεσµα. 

Πρόταση 3.2. (Ανισότητα Chebyshev). Αν Χ είναι µία τ.µ. µε µέση τιµή µ=Ε(Χ) και διασπορά V(X) 
τότε, για κάθε ε > 0,  

2

)()|(|
ε

εµ XVXP ≤≥− . 

Απόδειξη. Η τ.µ. Υ = (Χ−µ)2 είναι θετική και εποµένως από την ανισότητα Markov θα έχουµε ότι 
(θέτουµε a = ε2), 
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από όπου προκύπτει το ζητούµενο παρατηρώντας ότι  )|(|))(( 22 εµε ≥−=≥− XPµΧP . � 
 

 Οι παραπάνω ανισότητες είναι αρκετά χρήσιµες στην περίπτωση που επιθυµούµε να κα-
τασκευάσουµε φράγµατα για πιθανότητες µιας κατανοµής όταν είναι γνωστή µόνο η µέση τιµή ή 
µόνο η µέση τιµή και η διασπορά της κατανοµής αυτής. Είναι προφανές ότι, αν είναι γνωστή η 
κατανοµή (π.χ. είναι κανονική) τότε οι εν λόγω πιθανότητες µπορούν να υπολογιστούν ακριβώς 
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και δεν υπάρχει ανάγκη χρήσης των παραπάνω ανισοτήτων.  Ας δούµε τα παραπάνω µέσα από 
µία άσκηση. 

Άσκηση 3.6. Γνωρίζουµε ότι το πλήθος Χ των µονάδων που κατασκευάζει ένα εργοστάσιο κατά 
τη διάρκεια µίας εβδοµάδας είναι µία τ.µ. µε µέση τιµή 500.  

 (α) Τι µπορούµε να πούµε για την πιθανότητα αυτή την εβδοµάδα η παραγωγή να είναι 
τουλάχιστον 1000 µονάδες; 

 (b) Αν επιπλέον γνωρίζουµε ότι η διασπορά της εβδοµαδιαίας παραγωγής Χ είναι 100, τό-
τε τι µπορούµε να πούµε για την πιθανότητα αυτή την εβδοµάδα η παραγωγή να είναι µεταξύ 400 
και 600 µονάδων. 

 Λύση. (α) Από την ανισότητα Markov προκύπτει ότι 
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(β) Από την ανισότητα Chebyshev θα είναι 
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Η χρησιµότητα όµως των παραπάνω ανισοτήτων δεν εξαντλείται µόνο σε περιπτώσεις 
όπως αυτή της παραπάνω άσκησης. Με τη βοήθεια της ανισότητας Chebyshev µπορούµε να απο-
δείξουµε ένα πολύ σηµαντικό οριακό θεώρηµα, το γνωστό ως νόµο των µεγάλων αριθµών. Το 
νόµο αυτό τον είχαµε επικαλεστεί και στο παρελθόν χωρίς να τον έχουµε διατυπώσει αυστηρά. 
Πριν προχωρήσουµε, ας θέσουµε έναν προβληµατισµό σχετικά µε την έννοια της «πιθανότητας» 
ενός ενδεχοµένου ή της «µέση τιµής» µιας τ.µ. Τι καταλαβαίνουµε διαισθητικά ή τι εννοούµε 
πρακτικά όταν λέµε ότι η πιθανότητα ενός ενδεχοµένου Α είναι π.χ. 30% ή όταν λέµε ότι µία τ.µ. 
Χ έχει µέση τιµή π.χ. 10; Συνήθως αυτό που έχουµε στο µυαλό µας είναι ότι αν εκτελεστεί το ίδιο 
πείραµα (που αφορά το Α) πάρα πολλές φορές, τότε το ενδεχόµενο Α θα πραγµατοποιηθεί στο 
30% των περιπτώσεων. Αυτός όµως είναι στην ουσία ο ορισµός κατά τον Von Mises της πιθανό-
τητας ως οριακής σχετικής συχνότητας (βλ. Κεφ Ι, σηµειώσεις Στατ. ΙΙ). Όµως, η θεωρία την ο-
ποία αναπτύσσουµε δεν βασίζεται στον ορισµό του Von Mises αλλά στα αξιώµατα Kolmogorov 
τα οποία δεν κάνουν κανένα λόγο για συχνότητα εµφάνισης ενδεχοµένων.  
 Αυτό που πραγµατικά συµβαίνει είναι ότι ο κανόνας υπολογισµού της πιθανότητας ως ο-
ριακής σχετικής συχνότητας από τον Von Mises αποτελεί (και αυτός, όπως και ο κατά Laplace 
ορισµός της πιθανότητας) πόρισµα των αξιωµάτων Kolmogorov. Το αξιοσηµείωτο αυτό γεγονός 
καθώς και άλλα συµπεράσµατα που θα εξετάσουµε στη συνέχεια προκύπτουν το «νόµο των µε-
γάλων αριθµών». 

Θεώρηµα 3.2. (Νόµος µεγάλων αριθµών) Έστω Χ1,Χ2,... µία ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνο-
µων τ.µ. µε Ε(Xi) = µ. Τότε, µε πιθανότητα 1, 

µ→
+++

=
n

XXXX n
n

...21   όταν n → ∞ . 

Απόδειξη. (Για απλότητα θα αποδείξουµε το παραπάνω χρησιµοποιώντας τη λεγόµενη «ασθενή» 
σύγκλιση και θεωρώντας επιπλέον ότι V(Xi) = σ2 < ∞). Από την ανισότητα Chebyshev για την τ.µ. 

nX  θα ισχύει ότι  

2ε
)()ε|(| n

n
XVXP ≤≥− µ    για κάθε  ε > 0,  

αλλά,  
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και άρα τελικά, 

0
ε
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XP µ    για κάθε ε > 0. 

Άρα τελικά 1)εε( ∞→→+<<− nnXP µµ  για κάθε ε > 0. Με άλλα λόγια, οσοδήποτε µικρή πε-
ριοχή γύρω από το µ και αν θεωρήσουµε, το nX  θα ανήκει σε αυτήν για n µεγάλο, µε πιθανότητα 
«σχεδόν» 1. �  

Με απλά λόγια, αν εκτελέσουµε το ίδιο τυχαίο πείραµα n φορές και Χi είναι η τ.µ. που εκ-
φράζει το αποτέλεσµα του i-πειράµατος, τότε, σύµφωνα µε το νόµο των µεγάλων αριθµών, ο µέ-
σος όρος nX  των Χi συγκλίνει στη µέση τιµή Ε(Χi) όταν n → ∞. Έτσι, όταν λέµε ότι µία κατανο-
µή µε σ.κ. F έχει µέση τιµή µ, υπονοούµε ότι ο µέσος όρος ενός µεγάλου δείγµατος από την 
κατανοµή αυτή (µέσος όρος ανεξάρτητων τ.µ. Χ1, Χ2, ..., Χn ~ F), θα συγκλίνει στο µ. 

Έστω τώρα ότι έχουµε έναν µεγάλο (θεωρητικά άπειρο) πληθυσµό (του οποίου εξετάζου-
µε ένα χαρακτηριστικό) και επιλέγουµε από αυτόν τυχαία n άτοµα µε χαρακτηριστικά Χ1,Χ2,...,Χn. 
Σύµφωνα µε το νόµο των µεγάλων αριθµών, ο µέσος nX  του δείγµατος θα συγκλίνει (για µεγάλο 
n) στη µέση τιµή µ = Ε(Χi). Θεωρητικά, αν επιλέξουµε όλο τον πληθυσµό (δηλ. n→∞) τότε ο µέ-
σος του πληθυσµού nX  θα είναι ίσος µε µ = Ε(Χi). Για το λόγο αυτό η µέση τιµή Ε(Χi) µερικές 
φορές καλείται και πληθυσµιακή µέση τιµή (η µέση τιµή του χαρακτηριστικού σε «ολόκληρο» τον 
πληθυσµό). Αντίθετα, η nX  καλείται δειγµατική µέση τιµή (η µέση τιµή του χαρακτηριστικού στο 
τυχαίο δείγµα). 

 Ας δούµε τώρα πως προκύπτει ο ορισµός κατά Von Mises της πιθανότητας από το νόµο 
των µεγάλων αριθµών. Έστω Ω ο δειγµατικός χώρος ενός πειράµατος τύχης και Α ένα ενδεχόµε-
νο, υποσύνολο του Ω. Αν θεωρήσουµε ότι το πείραµα αυτό επαναλαµβάνεται n φορές (ανεξάρτη-
τες µεταξύ τους) και θέσουµε Χi = 1 ή 0 ανάλογα µε το αν στο i-πείραµα πραγµατοποιηθεί το Α ή 
όχι, τότε, από το νόµο των µεγάλων αριθµών θα ισχύει ότι 
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Αλλά το i
n
in X1

1
=∑  εκφράζει το πλήθος των πραγµατοποιήσεων του Α στα n πειράµατα, δια n. Συ-

νεπώς, εκφράζει τη σχετική συχνότητα εµφάνισης του Α στα n πειράµατα. Επίσης, ισχύει ότι 

 )()1()1(1)0(0)( APXPXPXPXE iiii ====⋅+=⋅= , 

και εποµένως, η παραπάνω σχέση στην ουσία εκφράζει το γεγονός ότι η οριακή σχετική συχνότη-
τα εµφάνισης του Α συγκλίνει στην πιθανότητα του Α. 

  
 
 
 
 
 
 


