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1. Η κανονική κατανοµή 
Η κανονική κατανοµή είναι η σηµαντικότερη κατανοµή πιθανοτήτων µε τις περισσότερες 

εφαρµογές. Μελετήθηκε αρχικά από τον De Moivre (1667-1754) και από τον Laplace (1749-
1827) οι οποίοι απέδειξαν ότι η διωνυµική κατανοµή Β(n,p) προσεγγίζεται, για µεγάλο n, από την 
κανονική κατανοµή. Το 1809 ο Gauss (1777-1855) µελετώντας τη θεωρία τυχαίων σφαλµάτων 
παρατήρησε ότι οι κατανοµές των σφαλµάτων των µετρήσεων µπορούσαν να προσεγγιστούν ικα-
νοποιητικά από µία συνεχή καµπύλη, η οποία αναφερόταν ως «κανονική καµπύλη των σφαλµά-
των» και αποδίδονταν στους νόµους της τύχης.  

Η χρησιµότητα της κανονικής κατανοµής θα γίνει περισσότερο φανερή από το κεντρικό 
οριακό θεώρηµα που θα αναφέρουµε σε επόµενο κεφάλαιο. Σύµφωνα µε το θεώρηµα αυτό, κάθε 
φυσική ποσότητα της οποίας η τιµή µπορεί να θεωρηθεί ότι διαµορφώνεται από ένα µεγάλο αριθ-
µό (ανεξάρτητων) παραγόντων ακολουθεί προσεγγιστικά κανονική κατανοµή. 

Ορισµός 1.1. Η συνεχής κατανοµή µε σ.π.π. 
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καλείται κανονική κατανοµή µε παραµέτρους µ, σ2. (συµβ. µε Ν(µ,σ2)).  

Αποδεικνύεται ότι η µέση τιµή αυτής της κατανοµής είναι ίση µε µ ενώ η διασπορά της 
ίση µε σ2. Πράγµατι, αν Χ ~ Ν(µ,σ2), τότε 
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και θέτοντας y = x − µ στο πρώτο ολοκλήρωµα, θα έχουµε ότι 
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Η παραπάνω ισότητα ισχύει διότι το πρώτο ολοκλήρωµα είναι το ολοκλήρωµα µιας συνάρτησης g 
για την οποία ισχύει ότι g(−y) = −g(y) (συµµετρική ως προς το σηµείο (0,0)) και εποµένως είναι 
ίσο µε 0. Επίσης, το δεύτερο ολοκλήρωµα είναι ίσο µε 1 διότι η f είναι σ.π.π. Τέλος,  
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διότι το τελευταίο ολοκλήρωµα είναι γνωστό (π.χ. από πίνακες ολοκληρωµάτων) ότι είναι ίσο µε 
π2 .  

Το γράφηµα της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας της N(µ,σ2) δίνεται στο επόµενο 
σχήµα για α) µ = 8, σ = 1, β) µ = 5, σ = 2, γ) µ = 5, σ = 4. 
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 Μία σηµαντική ιδιότητα της κανονικής κατανοµής δίνεται στην παρακάτω πρόταση. 

Πρόταση 1.1. Αν η τ.µ. Χ ακολουθεί κανονική κατανοµή Ν(µ,σ2) τότε και η τ.µ. aΧ + b (α, b∈R, α 
≠ 0) ακολουθεί κανονική κατανοµή Ν(aµ+b, a2σ2). 

Απόδειξη. Έστω Y= αΧ+b. Αν α > 0 θα ισχύει ότι 
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Εποµένως,  
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και εποµένως η τ.µ. αΧ+b ~ Ν(aµ+b, a2σ2). Ανάλογα γίνεται η απόδειξη και για α < 0. � 

∆ιαφορετικά, θα µπορούσαµε άµεσα να υπολογίσουµε τη µέση τιµή και τη διασπορά της 
τ.µ. aΧ+b  ως εξής:  
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(Οι παραπάνω δύο σχέσεις µας δίνουν τη µέση τιµή και τη διασπορά της τ.µ. aΧ+b χωρίς να µας δίνουν κάποια άλλη 
πληροφορία για την κατανοµή της, ενώ η Πρόταση 1.1. µας δίνει την επιπρόσθετη πληροφορία ότι η τ.µ. aΧ+b ακο-
λουθεί και αυτή κανονική κατανοµή). 
 

 - Η τυπική κανονική κατανοµή.  
Η κανονική κατανοµή Ν(0,1) (δηλ. µ=0, σ=1) θα καλείται τυπική κανονική κατανοµή µε συνάρ-
τηση πυκνότητας πιθανότητας 
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Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας και η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής της Ν(0,1) θα 
συµβολίζονται για ευκολία µε φ(x) και Φ(x) αντίστοιχα. Η συνάρτηση κατανοµής της τυπικής κα-
νονικής  
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θα έχει τη µορφή: 
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∆υστυχώς, το ολοκλήρωµα που εκφράζει την Φ(x) δεν µπορεί να γραφεί σε απλούστερη µορφή. 
Για το λόγο αυτό ο υπολογισµός των τιµών της Φ γίνεται χρησιµοποιώντας προσεγγιστικές µεθό-
δους. Ενδεικτικά, έχει βρεθεί ότι: 

Φ(-3)≈0.0014, Φ(-2)≈0.0228, Φ(-1)≈0.1587, Φ(0)=0.5, Φ(1)≈0.8423, Φ(2)≈0.9772, Φ(3)≈0.9986. 

Συνήθως, στο τέλος κάθε συγγράµµατος στατιστικής υπάρχει ένας πίνακας που περιέχει 
(προσεγγιστικές) τιµές της Φ(x) για διάφορες τιµές του x. Όπως θα γίνει φανερό στη συνέχεια,  η 
χρησιµότητα αυτού του πίνακα είναι µεγάλη για την κατασκευή διαστηµάτων εµπιστοσύνης και 
για τους ελέγχους στατιστικών υποθέσεων.  

Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της τυπικής κανονικής θα έχει τη µορφή: 
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Παρατηρούµε ότι αν Χ ~ Ν(0,1) τότε, π.χ.,  
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Επίσης, από το σχήµα γίνεται φανερό ότι η συνάρτηση φ πυκνότητας πιθανότητας της 
Ν(0,1) είναι συµµετρική περί τον κάθετο άξονα που περνά από το 0. Εποµένως το εµβαδόν κάτω 
από την φ (σ.π.π. της Ν(0,1)) από το −∞ ως το 0 είναι ίσο µε το εµβαδόν από το 0 έως το ∞ και 
επειδή ως γνωστό το συνολικό εµβαδόν είναι ίσο µε 1 θα ισχύει ότι  
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(όπως έχει γίνει ήδη φανερό και από τις ενδεικτικές τιµές της Φ που δίνονται παραπάνω). Επίσης, 
λόγω της συµµετρίας θα είναι  
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  Η χρησιµότητα της τυπικής κανονικής κατανοµής γίνεται φανερή από την ακόλουθη πα-
ρατήρηση. H αθροιστική συνάρτηση κατανοµής της κανονικής κατανοµής µε µέση τιµή µ και 
διασπορά σ2 δίνεται από τον τύπο 
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Το ολοκλήρωµα αυτό δεν µπορεί να γραφεί σε απλούστερη µορφή. Συνεπώς, ο απευθείας υπολο-
γισµός της αθροιστικής συνάρτησης κατανοµής της Ν(µ,σ2) δεν είναι δυνατός. Για το λόγο αυτό 
θα ήταν αρκετά χρήσιµη η κατασκευή πινάκων που να δίνουν την τιµή της F xN ( )

( )
µ,σ2 για όλες τις 

τιµές των παραµέτρων x, µ, σ2, όπως και στην περίπτωση της Φ που εξετάσαµε παραπάνω. Ευτυ-
χώς, παρατηρούµε ότι αρκεί να βασιστούµε στον πίνακα τιµών της F xN ( ) ( )0,1 = Φ(x). Πράγµατι, 

αν η τ.µ. X ~ )σN(µ, 2  τότε από την Πρόταση 1.1 θα ισχύει ότι 
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Συνοψίζοντας θα έχουµε την επόµενη πρόταση 

Πρόταση 1.2. 1) Αν η τ.µ. Χ ~ N(µ,σ2 )  τότε η τ.µ. 
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2) Η συνάρτηση κατανοµής της N(µ,σ2 )  εκφράζεται µέσω της συνάρτησης κατανοµής Φ της τυπι-
κής κανονικής από τη σχέση  
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Εποµένως, για την εύρεση των τιµών της αθροιστικής συνάρτησης κατανοµής της Ν(µ,σ2) 
αρκούν οι πίνακες για την Φ(x), x∈R. Επειδή όµως, όπως έχει ήδη επισηµανθεί, ισχύει ότι Φ(−x) 
= 1− Φ(x), αρκεί να κατασκευάσουµε πίνακες για την Φ(x), x≥0. Άρα, αν Χ ~ Ν(µ,σ2), τότε 
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Τέλος, παρατηρούµε ότι, αν Χ ~ Ν(µ,σ2), τότε 
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Εποµένως, αν µία τ.µ. Χ ακολουθεί Ν(µ,σ2) τότε παίρνει τιµές µεταξύ του µ−3σ και του µ+3σ µε 
πιθανότητα σχεδόν 1, τιµές µεταξύ του µ−2σ και του µ+2σ µε πιθανότητα περίπου 95% και τιµές 
µεταξύ του µ−σ και του µ+σ µε πιθανότητα περίπου 68%. 
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Άσκηση 1.1. Αν η τ.µ. Χ ~ Ν(6,4) να υπολογιστούν οι πιθανότητες  

α) P(X < 6),      β) P(X ≥ 3),      γ) P(2 < X < 8)      δ) P(|X − 5| < 3.5),     ε) P(X = 3) 

Λύση.  Σύµφωνα µε την Πρόταση 1.2 η τ.µ. Z
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ε) P(X=3) = 0 διότι η πιθανότητα σε σηµείο όταν η τ.µ. είναι συνεχής είναι 0. 
 

Άσκηση 1.2. Αν η τ.µ. Χ ~ Ν(50,100) να βρεθεί το c: 

i) P(X ≤ c) = 0.1840,        ii) P(50 − c ≤ X ≤ 50 + c) = 0.9660 

Λύση. Σύµφωνα µε την Πρόταση 1.2 η τ.µ. Z
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Από τον πίνακα της Φ βρίσκουµε ότι 8160.0)9.0(Φ ≈  και εποµένως (χρησιµοποιώντας και το γε-
γονός ότι η Φ είναι γνήσια αύξουσα και εποµένως αντιστρέψιµη) 
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Από τον πίνακα της Φ βρίσκουµε ότι 983.0)12.2(Φ ≈  και εποµένως 
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Άσκηση 1.3. Μηχανή κατασκευάζει βίδες που το µήκος τους σε cm ακολουθεί την Ν(5,0.22). Εάν 
το µήκος µίας βίδας είναι έξω από το διάστηµα 5±0.2 η βίδα θεωρείται ελαττωµατική.  
α) Ποια η πιθανότητα µια τυχαία επιλεγµένη βίδα να είναι ελαττωµατική; 
β) Ποια η πιθανότητα ανάµεσα σε 10 τυχαία επιλεγµένες βίδες, το πολύ µία να είναι ελαττωµατι-
κή; 

Λύση Αν Χ είναι η τ.µ. που εκφράζει το µήκος µιας βίδας, η τ.µ. Z
X

N=
−5

0 2
0 1

.
~ ( , )  (βλ. Πρόταση 

1.2) 

α) P X X P X P
X

( . . ) ( . . ) (
.
. .

.
.

)> + < − = − < < = −
−

<
−

<
−

5 0 2 5 0 2 1 4 8 52 1
4 8 5
0 2

5
0 2

52 5
0 2

ή  

         = − − < <1 1 1P Z( ) = − − − = − − +1 1 1 1 1 1 1( ( ) ( )) ( ( ) ( ))Φ Φ Φ Φ  

           = − =2 2 1 0 32Φ( ) .  



Boutsikas M.V. (2003), Σηµειώσεις Στατιστικής ΙΙΙ,  
Τµήµα Οικονοµικής Επιστήµης, Πανεπιστήµιο Πειραιώς. 13

β) Είναι γνωστό ότι αν Υ είναι το πλήθος των επιτυχιών σε ν ανεξάρτητες δοκιµές η κάθε µία από 
τις οποίες έχει πιθανότητα επιτυχίας p και πιθανότητα αποτυχίας 1−p, τότε η τ.µ. Υ ακολουθεί 
διωνυµική κατανοµή B(ν,p). Ειδικότερα, 
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 − =−1 0 1      (αποδεικνύεται ότι Ε(Υ)=νp, Var(Y)=νp(1−p)) 

Στη συγκεκριµένη άσκηση, αν Υ εκφράζει το πλήθος των ελαττωµατικών βιδών στο δείγµα των 
10 βιδών, τότε Υ~Β(ν=10,p=0.32). (εδώ θεωρούµε ως «επιτυχία» την καταγραφή ελαττωµατικής 
βίδας). Συνεπώς ζητάµε την πιθανότητα 
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Άσκηση 1.4. Το ύψος των ανδρών ενός πληθυσµού ακολουθεί κανονική κατανοµή N(167,32). 
i) Ποια η πιθανότητα ένας τυχαία επιλεγµένος άνδρας να έχει ύψος 

α) µεγαλύτερο από 167cm 
β) µεταξύ 164cm και 173cm 
γ) µεγαλύτερο από 170cm 

ii) Σε ένα τυχαίο δείγµα 4 ανδρών ποια η πιθανότητα 
α) να έχουν όλοι ύψος πάνω από 170 
β) δύο να έχουν ύψος πάνω από τη µέση τιµή και δύο κάτω από τη µέση τιµή; 

Λύση. Αν Χ είναι η τ.µ. που εκφράζει το ύψος ενός άνδρα σε cm τότε, από την Πρόταση 1.2 ισχύ-
ει ότι 
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ii) α) Όπως και στην προηγούµενη άσκηση, θα χρησιµοποιήσουµε τη διωνυµική κατανοµή. Αν 
θέσουµε Υ την τ.µ. που εκφράζει το πλήθος των ανδρών µε ύψος πάνω από 170, τότε Υ~Β(ν=4, 
p=0.1587) και συνεπώς ζητείται η πιθανότητα, 
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β) Αν W δηλώνει το πλήθος των ανδρών που είναι ψηλότεροι του 167, τότε W~B(ν=4, p=0.5) και 
εποµένως ζητείται η πιθανότητα 
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