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Εισαγωγή 

Οι σημειώσεις αυτές έγιναν για να καλύψουν τις ανάγκες διδασκαλίας του προπτυχιακού μαθήμα-
τος «Παράγωγα χρηματοοικονομικά προϊόντα» που διδάσκεται για πρώτη φορά το Ακαδ. Έτος 2005-6 στο 
τμήμα Στατιστικής και Ασφαλιστικής Επιστήμης του Πανεπιστημίου Πειραιώς (7ο εξάμηνο σπουδών).  

 Οι συγκεκριμένες σημειώσεις μπορούν επίσης να αξιοποιηθούν από (τελειόφοιτους ή μεταπτυχια-
κούς) φοιτητές με επαρκές υπόβαθρο στη μαθηματική ανάλυση και στη θεωρία πιθανοτήτων (π.χ. απόφοι-
τοι ή τελειόφοιτοι τμ. Μαθηματικών, Στατιστικής, Φυσικής, Μηχανικών, Χρηματοοικονομικών κ.α.) που 
επιθυμούν να έχουν μια πρώτη επαφή με τη στοχαστική χρηματοοικονομική ανάλυση (Stochastic Finance, 
Financial Mathematics, Financial Engineering). 
 

Σκοπός - Σύντομη περιγραφή αντικειμένου 

Αρχικά (Κεφάλαιο 1) πραγματοποιείται μια γενική περιγραφή των χρηματιστηριακών αγορών κα-
θώς και διαφόρων παραγώγων χρηματοοικονομικών προϊόντων (Προθεσμιακά συμβόλαια - forwards, 
Συμβόλαια μελλοντικής εκπλήρωσης - futures, Δικαιώματα προαίρεσης - options). Σε αυτό το πλαίσιο α-
ναπτύσσονται περιληπτικά και κάποια θέματα που αφορούν επενδυτές σε πρακτικό επίπεδο (π.χ. στρατη-
γικές αγοραπωλησιών μετοχών και δικαιωμάτων προαίρεσης).  

Το κύριο πρόβλημα που τίθεται φυσιολογικά στην συνέχεια σχετίζεται με την τιμή των παράγω-
γων χρηματοοικονομικών προϊόντων σε μια χρηματιστηριακή αγορά (option pricing). Τα προϊόντα αυτά 
μπορούν να διαπραγματεύονται σε οποιαδήποτε τιμή; Το ερώτημα αυτό αποδεικνύεται εξαιρετικά γόνιμο 
και για την αντιμετώπισή του οδηγούμαστε στην εισαγωγή εννοιών όπως το βέβαιο κέρδος χωρίς κίνδυνο 
(arbitrage), τα αυτοχρηματοδοτούμενα χαρτοφυλάκια (self-financing portfolios), τη στρατηγική εξασφάλισης 
(hedging), τον κόσμο «ουδέτερου κινδύνου» (risk-neutral world) κ.α. Είναι αξιοσημείωτο το γεγονός ότι η 
μελέτη ενός τόσο πρακτικού προβλήματος αποδεικνύεται ότι απαιτεί τη χρήση αρκετά «προχωρημένων» 
μαθηματικών τεχνικών που βασίζονται στην μαθηματική ανάλυση και στη θεωρία στοχαστικών ανελίξεων.  

Στις σημειώσεις αυτές, η μελέτη του προβλήματος της αποτίμησης δικαιωμάτων προαίρεσης επι-
χειρείται βηματικά έτσι ώστε να γίνουν περισσότερο κατανοητές οι απαραίτητες έννοιες. Αρχικά το πρό-
βλημα της αποτίμησης μελετάται σε ένα υπεραπλουστευμένο μοντέλο αγοράς (Κεφάλαιο 2, διωνυμικό 
μοντέλο μιας περιόδου) όπου όμως γεννάται σε ακατέργαστη μορφή η διαδικασία που θα μας οδηγήσει 
στην αντιμετώπιση του προβλήματος σε πιο ρεαλιστικά μοντέλα. Στο μοντέλο αυτό η αγορά εξετάζεται σε 
δύο μόνο χρονικά σημεία. Μέχρις εδώ δεν χρειάζονται ιδιαίτερες και εξειδικευμένες μαθηματικές τεχνικές, 
παρά μόνο η στοιχειώδης γνώση της θεωρίας των πιθανοτήτων. 

Στη συνέχεια, το διωνυμικό μοντέλο μιας περιόδου γενικεύεται στο διωνυμικό μοντέλο πολλών πε-
ριόδων (Κεφάλαιο 4). Αν και η γενίκευση από ένα μοντέλο αγοράς που εξετάζεται σε δύο μόνο χρονικά 
σημεία, σε ένα μοντέλο αγοράς που εξετάζεται σε n χρονικά σημεία είναι απόλυτα φυσιολογική, η μελέτη 
τώρα απαιτεί πιο εξειδικευμένα μαθηματικά εργαλεία. Για το λόγο αυτό, πριν από την παρουσίασή του, 
πραγματοποιείται μια σύντομη επισκόπηση βασικών εννοιών της θεωρίας μέτρου και ολοκλήρωσης καθώς 
και της θεωρίας των martingales (Κεφάλαιο 3). Το διωνυμικό μοντέλο n περιόδων, ως μοντέλο διακριτού 
χρόνου εξακολουθεί να είναι απλουστευτικό αλλά πλησιάζει πολύ περισσότερο την πραγματικότητα. Αρ-
κεί κανείς να θεωρήσει το n πολύ μεγάλο (θεωρητικά n → ∞) για να πάρει μια σαφή εικόνα για το πώς θα 
πρέπει να αντιμετωπίσει το πρόβλημα σε περισσότερο ρεαλιστικά μοντέλα όπως είναι τα μοντέλα συνε-
χούς χρόνου.  

Κατά την «μετάφραση» σε συνεχή χρόνο εννοιών που χρησιμοποιήθηκαν στα μοντέλα διακριτού 
χρόνου, ανακύπτει φυσιολογικά η έννοια της στοχαστικής ανέλιξης που είναι γνωστή ως κίνηση Brown. Η 
κίνηση Brown χρησιμοποιείται κυρίως για να εκφράσει τον τρόπο με τον οποίο κινείται η τιμή ενός χρη-
ματοοικονομικού τίτλου. Επίσης, κατά την μετάφραση σε συνεχή χρόνο του σωρευτικού κέρδους από ένα 
δυναμικό χαρτοφυλάκιο ανακύπτει και η ανάγκη ορισμού ενός «αθροίσματος» που σχετίζεται με απειρο-
στές προσαυξήσεις μιας κίνησης Brown. Το «άθροισμα» αυτό, το οποίο είναι γνωστό ως ολοκλήρωμα Itô, 
ορίζεται αυστηρά και μελετώνται κάποιες βασικές του ιδιότητες και προεκτάσεις οι οποίες μας είναι απα-
ραίτητες. Η συγκεκριμένη ανάλυση παρουσιάζεται στο Κεφάλαιο 5 και αποτελεί μια πολύ μικρή εισαγωγή 
στην γνωστή ως στοχαστική ανάλυση (stochastic calculus).  

Τέλος στο Κεφάλαιο 6, μεταφράζονται σε συνεχή χρόνο οι έννοιες που παρουσιάστηκαν στα μο-
ντέλα διακριτού χρόνου και με την χρήση των εργαλείων που αναπτύχθηκαν στο Κεφάλαιο 5 μελετάται 



 

ένα δημοφιλές μοντέλο αγοράς συνεχούς χρόνου, το μοντέλο Black and Scholes. Το μοντέλο αυτό αποτε-
λεί το κλασικό μοντέλο αναπαράστασης μιας χρηματοοικονομικής αγοράς και αποτίμησης των παραγώγων 
της. Στα πλαίσια αυτά αποδεικνύεται και μελετάται ο γνωστός ως τύπος των Black and Scholes που εκφρά-
ζει την τιμή «ισορροπίας» ενός συγκεκριμένου δικαιώματος προαίρεσης. Επίσης περιγράφεται η στρατηγι-
κή εξασφάλισης Δέλτα (Delta Hedging) και παρουσιάζονται και διάφορες παραλλαγές των κλασικών 
(vanilla) δικαιωμάτων προαίρεσης που είναι γνωστά ως εξωτικά ή εξωτερικά δικαιώματα προαίρεσης 
(exotic options). 
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