
���������� ��������� ��������10� �������10.1 Ǒ�¨á�� �£�: ë©«à fv1; : : : ; vkg k � �¤ç©£�«� (©«� ®�å�) � �¤¬©£�« ¡�ç ®é¨�¬V �§å «�¬ R. �¥�«á�à �¤ «� ©ç¤�¢� §�¬ ��¤¤ â«�  �§æ �¬«á< v1; : : : ; vk >:= f�1v1 + �2v2 + � � �+ �kvk j �1; : : : ; �k 2 Rg:�§�«�¢�å �¨�££ ¡æ ¬§æ®à¨� «�¬ �¬¨ç«�¨�¬ ®é¨�¬ V . �¨�© £�§� é � � «� ©¡�§æ�¬«æ «� ¡¨ «ã¨ � [?℄. �ç� «¬®�å� ©«� ®�å� u1 ¡�  u2 «�¬ § � §á¤à ®é¨�¬ �� �å¤� ¬§�®¨�à« ¡á «�ª £�¨ãªu1 = �1;1v1 + �1;2v2 + � � � + �1;kvk ¡�  u2 = �2;1v1 + �2;2v2 + � � �+ �2;kvk:�å¤�  �¤�¨æ æ«  � «¬®�å�ª �¨�££ ¡æª ©¬¤�¬�©£æª «�¬ª, �u1 + �u2, �� �å¤� �u1 + �u2 = �(�1;1v1 + �1;2v2 + � � �+ �1;kvk) + �(�2;1v1 + �2;2v2 + � � �+ �2;kvk)= ��1;1v1 + ��1;2v2 + � � �+ ��1;kvk + ��2;1v1 + ��2;2v2 + � � � + ��2;kvk= (��1;1 + ��2;1)v1 + (��1;2 + ��2;2)v2 + � � �+ (��1;k + ��2;k)vk«�ª å� �ª £�¨ãª ¡�  á¨� �� �¤ã¡�  ©«� ©ç¤�¢� < v1; : : : ; vk >. �� 0 æ§àª â®�¬£� �� [?℄ £§�¨�å ¤� �¨��å àª �¨�££ ¡æª ©¬¤�¬�©£æª �§� �¤�ã§�«� � �¤¬©£á«à¤, á¨� ¡� «à¤ v1; : : : ; vk, ©¬¤�§éª 0 2< v1; : : : ; vk > ¡�  á¨� < v1; : : : ; vk >6= ;. �� ¡¨ «ã¨ �«é¨� ��¨£æ��«�  ¡�  � < v1; : : : ; vk > �å¤�  � �¤¬©£�« ¡æª ¬§æ®à¨�ª «�¬ V .�¬£§â¨�©£�: �§�¨�ç£� ©«� �¥ãª ¤� £ ¢�ç£� � � «� ®é¨� §�¬ ��¤¤ â«�  �§æ «�� �¤ç©£�«� v1; : : : ; vk ¡�  æ®  �§¢á � � «� ©ç¤�¢� §�¬ ��¤¤ â«�  �§æ �¬«á.10.2 �§�¤�ç£ ©� §�¨�«ã¨�©�ª [?℄: �§æ «�¤ §�¨�«ã¨�©� [?℄ «� 0 �¨á�«�  §á¤«�àª �¨�££ ¡æª ©¬¤�¬�©£æª �§� �¬�ã§�«� §�§�¨�©£â¤�¬ §¢ã��¬ª � �¤¬©£á«à¤, ��¢��ã0 2< v1; : : : ; vk >. �¬«æ �å¤�«�  £�£� £�¤�� ¡æ «¨æ§� , «� < v1; : : : ; vk > �å¤�  �¨�££ ¡á �¤�¥á¨«�«�£� á§� ¨�¬ª «¨æ§�¬ª , «� < v1; : : : ; vk > �å¤�  �¨�££ ¡á �¥�¨«�£â¤�� § � ¡á«à §¨æ«�©� ¢��  æ«  �¬«æ §�¬ ©¬£��å¤�  £� «� 0 ��¤ �å¤�   � æ«�«� «�¬ £�-��¤ ¡�ç � �¤ç©£�«�ª �¢¢á �§�«â¢�©£� «�ª �¨�££ ¡ãª �¥á¨«�©�ª ã �¤�¥�¨«�©å�ª «à¤��¤¤�«æ¨à¤.10.3 Ǒ¨æ«�©�: �� 0 �¨á�«�  ¡�«á £�¤�� ¡æ «¨æ§� àª �¨�££ ¡æª ©¬¤�¬�©£æª «à¤� �¤¬©£á«à¤ v1; : : : ; vk �¤ ¡�  £æ¤� �¤ ¡á�� ©«� ®�å� «�¬ < v1; : : : ; vk > �¨á�«�  ¡�«á£�¤�� ¡æ «¨æ§� àª �¨�££ ¡æª ©¬¤�¬�©£æª «à¤ v1; : : : ; vk.�§æ�� ¥�: �� �¤«å©«¨�� �å¤�  §¨��¤âª ��ç �¤ ¡á�� ©«� ®�å� «�¬ < v1; : : : ; vk > �¨á�«�  ¡�«á £�¤�� ¡æ «¨æ§�,�¬«æ ��  ©®ç�  ¡�  � � «� 0.�� �¬�ç ( ) ): ë©«à æ«  ¬§á¨®�  ¡á§� � £� £���¤ ¡æ � á¤¬©£� v 2< v1; : : : ; vk > §�¬ �¨á�«�  àª �¨�££ ¡æª©¬¤�¬�©£æª «à¤ v1; : : : ; vk £� §�¨�§á¤à �§æ â¤� «¨æ§�¬ª,�1v1 + � � �+ �jvj + � � �+ �kvk = v = �1v1 + � � �+ �jvj + � � �+ �kvk:�§�®¨�à« ¡á ¬§á¨®�  1 � j � k é©«� �j 6= �j . �¢¢á «æ«�(�1 � �1)v1 + � � �+ (�j � �j)vj + � � �+ (�k � �k)vk = 0£� �j � �j 6= 0. �¬«ã æ£àª �å¤�  £ � �§ §¢â�¤ �¨�ã, �¡«æª «�ª �¤à©«ãª æ§�¬ æ¢�  �  ©¬¤«�¢�©«âª �å¤�  £���¤ ¡�å, «�¬0, á¨� á«�§�.



10.4 Ǒ�¨�«ã¨�©�-�¨ ©£æª: �¤ «� v1; : : : ; vk �å¤�  �¨�££ ¡á �¤�¥á¨«�«� «æ«� ¡á��©«� ®�å� «�¬ v 2< v1; : : : ; vk > �¨á�«�  ¡�«á £�¤�� ¡æ «¨æ§� ©«� £�¨ã�1v1 + � � �+ �jvj + � � �+ �kvk = v:�� ����£â¤� «�¤ �§ ¢��ã «à¤ v1; : : : ; vk, �  §¨��£�« ¡�å �¨ �£�å �1; : : : ; �k �å¤�  £�¤�-� ¡�å, §¨æ«�©� [?℄, ¡�  �¥�¨«é¤«�  £æ¤� �§æ «� v. �� ¢â��¤«�  ©¬¤«�«��£â¤�ª «�¬ vàª §¨�ª «� v1; : : : ; vk.10.5 �¨ ©£æª: ë©«à (V;+; �) � �¤¬©£�« ¡æª ®é¨�ª �§å «�¬ R.1. � V �� ¢â��«�  §�§�¨�©£â¤�ª �¤ ¡�  £æ¤� �¤ ��¤¤á«�  �§æ §�§�¨�©£â¤� §¢ã-��ª ©«� ®�åà¤ «�¬, ��¢. �¤ ¡�  £æ¤� �¤ V =< v1; v2; : : : ; vk > � � ¡á§� �v1; v2; : : : ; vk 2 V . �� v1; v2; : : : ; vk �� ¢â��¤«�  ��¤¤ã«�¨�ª «�¬ V .2. �á©� � �¤¬©£�« ¡�ç ®é¨�¬ V �� ¢â£� ¡á�� �¨�££ ¡á �¤�¥á¨«�«� ©ç¤�¢� � �-¤¬©£á«à¤ §�¬ «�¤ §�¨á�� .10.6 Ǒ�¨�«ã¨�©�-Ǒ�¨á�� �£�: �å¤�«�  §¨��¤âª �§æ «�¬ª �¨ ©£�çª æ«  �å¤�  �¬-¤�«æ ¤� â®�¬£� §�¢¢á ©ç¤�¢� ��¤¤�«æ¨à¤ «�¬ å� �¬ � �¤¬©£�« ¡�ç ®é¨�¬ �¢¢á ¡� §�¢¢âª �á©� ª. � � §�¨á�� �£�, �¤ V = R2 £� « ª ©¬¤ã�� ª §¨á¥� ª, â®�¬£� ��  æ« V = R2 =< (1; 0); (0; 1) >=< (1; 0); (0; 1); (x; y) >=< (2; 0); (1; 1) > ;� � �§� ��ã§�«� x; y 2 R.10.7 �¨ ©£æª: ë©«à (V;+; �) §�§�¨�©£â¤�ª � �¤¬©£�« ¡æª ®é¨�ª �§å «�¬ R. ��§¢ã��ª, m, «à¤ ©«� ®�åà¤ £ �ª �á©�ª «�¬ �å¤�  �¨ �£æª £�¤�� ¡æª, ®�¨�¡«�¨å��  «�¤� �¤¬©£�« ¡æ ®é¨� ¡�  ¡�¢�å«�  � á©«�©� �¬«�ç. � � «�¤ �¨ �£æ �¬«æ �� �¨á�¬£�,dimR(V ).�«� §�¨á�� �£� 10.6, «æ©� «� f(1; 0); (0; 1)g æ©� ¡�  «� f(2; 0); (1; 1)g �§�«�¢�ç¤ �á©�«�¬ � �¤¬©£�« ¡�ç ®é¨�¬ �§å «�¬ R ¡�  á¨� � � á©«�©� «�¬ �å¤�  dimR = 2.10.8 Ǒ�¨á�� �£�: ë©«àM2�3 = n a b d e f ! a; b; ; d; e; f 2 Ro� � �¤¬©£�« ¡æª ®é¨�ª «à¤ 2 � 3 §¨��£�« ¡é¤ § ¤á¡à¤ �§å «�¬ R. ë©«à, �§ §¢â�¤,«� ©ç¤�¢� ne1;1 =  1 0 00 0 0 ! ; e1;2 =  0 1 00 0 0 ! ; e1;3 =  0 0 10 0 0 ! ;e2;1 =  0 0 01 0 0 ! ; e2;2 =  0 0 00 1 0 ! ; e2;3 =  0 0 00 0 1 !o :Ǒ�¨�«�¨�ç£� æ« 



� �� fe1;1; e1;2; e1;3; e2;1; e2;2; e2;3g ��¤¤�ç¤ «� ®é¨� ¡��éªae1;1+ be1;2 + e1;3+ de2;1 + ee2;2+ fe2;3 =  a b d e f ! :� �§å©�ª, «� fe1;1; e1;2; e1;3; e2;1; e2;2; e2;3g �å¤�  �¨�££ ¡á �¤�¥á¨«�«� ��çae1;1+ be1;2 + e1;3+ de2;1 + ee2;2+ fe2;3 = 0©¬¤�§á��«�  æ«  a b d e f ! = 0 ) a = b =  = d = e = f = 0 :ê¨� «� fe1;1; e1;2; e1;3; e2;1; e2;2; e2;3g �§�«�¢�ç¤ �á©� «�¬ M2�3 �§å «�¬ R ¡�  � � á-©«�©� �¬«�ç �å¤�  dimR = 6.10.9 ��¤ ¡�ç�¤«�ª «� §�¨á�� �£� 10.8, §�¨�«�¨�ç£� æ«  «� � �¤ç©£�«�fe1;1; : : : ; e1;m; e2;1; : : : e2;m; : : : ; en;1; : : : ; en;mgæ§�¬ ei;j ©¬£��¢å��  â¤� (n �m)-§¨��£�« ¡æ §å¤�¡� £� £���¤ ¡á ©� ¡á�� �â©� �¡«æª�§æ «�¤ (i; j)-�â©� æ§�¬ â®�  1 �§�«�¢�å �á©� «�¬ §¨��£�« ¡�ç � �¤¬©£�« ¡�ç ®é¨�¬æ¢à¤ «à¤ (n �m) § ¤á¡à¤,Mn�m(R) ¡�  á¨�dimR(Mn�m(R)) = nm :�§å©�ª, §�¨�«�¨�ç£� æ«  �  ©¬¤«�«��£â¤�ª �¤æª n�m-§¨��£�« ¡�ç §å¤�¡�0BB� a1;1 � � � a1;m... ...an;1 � � � an;m 1CCA ;àª §¨�ª «�¤ §¨����ç£�¤� �á©� �å¤�  �¤«å©«� ®� �  �¨ �£�å fa1;1; : : : ; an;mg ¡��éª §¨�-¡ç§«�  �§æ «�¤0BB� a1;1 � � � a1;m... ...an;1 � � � an;m 1CCA = a1;1e1;1 + a1;2e1;2 + � � �+ an;men;m :� � «â«� � �á©� �� ¢â��«�  ¡�¤�¤ ¡ã.10.10 ê©¡�©�: ë©«à «� � �¤ç©£�«� «�¬ R3 f(1; 2; 0); (�1; 0; 1)g. �� �¨���å �á©�§�¬ ¤� «� §�¨ â®� .Ǒ¨é«� �¥�«á�à �¤ «� § � §á¤à � �¤ç©£�«� �å¤�  �¨�££ ¡á �¤�¥á¨«�«�, �¤ ��¢��ã, ��¤�å¤�  ©¬¤�¬�� �¡á.�1(1; 2; 0) + �2(�1; 0; 1) = (0; 0; 0)! (�1 � �2; 2�1; �) = (0; 0; 0) ;�§æ «� �§�å� ©¬¤á��«�  æ«  ¬§�®¨�à« ¡á �1 = �2 = 0 ¡�  á¨� «� � �¤ç©£�«� �å¤� �¨�££ ¡á �¤�¥á¨«�«�. � ®é¨�ª §�¬ ��¤¤�ç¤, < (1; 2; 0); (�1; 0; 1) >, �� �å¤�  ¡�«á



©¬¤â§� � � ©� á©«�«�ª, â¤� �§å§��� £â©� ©«�¤ «¨ ©� á©«�«� ®é¨� R3. Ǒ¨�¡� £â¤�¬ ¤�§�¨��á��¬£� «�¤ R3 ®¨� ��æ£�©«� â¤� «¨å«�, £�-£���¤ ¡æ � á¤¬©£� £� £æ¤�  � æ«�«�¤� £�¤ �å¤�  ©¬¤�§å§��� £� «� �ç� á¢¢�. î¢� «� ©¬¤�§å§��� £� «� (1; 2; 0); (�1; 0; 1)� �¤ç©£�«� �å¤�¤«�  �§æ< (1; 2; 0); (�1; 0; 1) >= fx(1; 2; 0) + y(�1; 0; 1) = (x� y; 2x; y) æ§�¬x; y 2 Rg :�¨¡�å ¢� §æ¤ ¤� �§ ¢â¥à, � � §�¨á�� �£�, «� � á¤¬©£� (1; 4; 0).10.11 Ǒ�¨á�� �£�-Ǒ�¨�«ã¨�©�: ë©«à «� ©ç¤�¢� «à¤ §¨��£�« ¡é¤ §�¢¬à¤ç£à¤R[X℄ := fanXn + an�1Xn�1 + � � �+ a1X + a0 ; 0 6= an; an�1; : : : ; a1; a0 2 Rg :�å¤�  �¤à©«æ æ«  «� § � §á¤à ©ç¤�¢� â®�  «� ��£ã � �¤¬©£�« ¡�ç ®é¨�¬ �§å «�¬ R £�« ª ©¬¤ã�� ª §¨á¥� ª «�ª §¨æ©��©�ª §�¢¬à¤ç£à¤ ¡�  «�¬ �¥à«�¨ ¡�ç §�¢¢�§¢�© �©£�ç.��à¨�ç£� «� ©ç¤�¢� «à¤ £�¤é¤¬£à¤ «�ª £�¨ãªC := f1 = X0;X; : : : ;Xn; : : :g :Ǒ¨��¤éª �§� ��ã§�«� §�§�¨�©£â¤� §¢ã��ª £�¤é¤¬£à¤ «�¬ C �å¤�  �¨�££ ¡á �¤�¥á¨-«�«� ¡��éª�0X0 + �1X1 + � � �+ �m�1Xm�1 + �mXm � 0) �0 = �1 = � � � = �m�1 = �m = 0 ;æ§�¬ m �å¤�  � £â� ©«�ª «à¤ ���£é¤ «à¤ §�¢¬à¤ç£à¤ �§ ¢��ãª. �©«æ©�, æ©� £�-�á¢� ¡�  ¤� �å¤�  «� m «� £�¤é¤¬£� Xm+1 ��¤ �¤ã¡�  ©«� ®é¨� §�¬ ��¤¤�ç¤ «�fX0;X1; : : : ;Xm�1;Xmg. Ǒ�¨�«�¨�ç£� æ«  � R[X℄ §�¨ â®�  á§� ¨� �¨�££ ¡á �¤�¥á¨-«�«à¤ §�¢¬é¤¬£�, � � §�¨á�� �£� æ¢� «� £�¤é¤¬£� «�¬ C ¡�  á¨� ?? � � á©«�©� «�¬R[X℄ �å¤�  á§� ¨�.


