
���������� ��������� ��������9� �������9.1 �¨ ©£æª: ë©«à fv1; : : : ; vkg k � �¤ç©£�«� (©«� ®�å�) � �¤¬©£�« ¡�ç ®é¨�¬ V�§å «�¬ R. �� ©ç¤�¢� æ¢à¤ «à¤ § ��¤é¤ �¨�££ ¡é¤ ©¬¤�¬�©£é¤ «�¬ª �� ¢â��«� «� ©ç¤�¢� «� ��¤æ£�¤� ã §�¨��æ£�¤� �§æ �¬«á ¡�  �� ©¬£��¢å��«�  < v1; : : : ; vk >.��¢��ã, < v1; : : : ; vk >:= f�1v1 + �2v2 + � � �+ �kvk j �1; : : : ; �k 2 Rg:�� fv1; : : : ; vkg �� ¢â��¤«�  ��¤¤ã«�¨�ª «�¬ § � §á¤à ®é¨�¬.9.2 Ǒ�¨���å�£�«�:1. < (4; 1); (�1; 2) >= R2 ¡��éª §¨�¡ç§«�  �§æ «� §�¨á�� �£� [?℄ ¡�  «� f(4; 1); (�1; 2)g�§�«�¢�ç¤ ��¤¤ã«�¨�ª «�¬ R2.2. T� §�¨á�� �£� [?℄ £§�¨�å ¤� ¥�¤��¨�­«�å àªD 1 0 13 0 � ! ; 2 0 �10 0 0 ! ; 0 0 00 1 0 !E = n �1 + 2�2 0 �1 � �23�1 �3 �1� !o:3. �¨�© £�§� é¤«�ª «� §�¨á�� �£� [?℄, £§�¨�å ¡�¤�åª ¤� ��  æ« D  1 00 0 ! ; 1 00 1 ! ; 0 00 1 ! ; 1 10 0 ! ; 0 11 0 ! E= D  1 00 0 ! ; 0 00 1 ! ; 1 10 0 ! ; 0 11 0 !E:9.3 Ǒ�¨�«ã¨�©�: �§æ «� «¨å«� §�¨á�� �£� «à¤ [?℄ §�¨�«�¨�å ¡�¤�åª æ«  � å� �ª ®é¨�ª�å¤�  �¬¤�«æ ¤� §�¨�®��å ¡�  �§æ ¢ �æ«�¨�¬ª ��¤¤ã«�¨�ª. ��¢��ã «� � �¤ç©£�«� 1 00 0 ! ; 1 00 1 ! ; 0 00 1 ! ; 1 10 0 ! ; 0 11 0 !��¤¤�ç¤ «� å� � �¡¨ �éª ©ç¤�¢� £� «� � �¤ç©£�«� 1 00 0 ! ; 0 00 1 ! ; 1 10 0 ! ; 0 11 0 ! :î§àª �å��£� ©«� �¨é«�£� 3 «�¬ §�¨���å�£�«�ª [?℄ ¡á«  «â«� � ��¤ £§�¨�å ¤� ©¬£��å£� «� � �¤ç©£�«� f(4; 1); (�1; 2)g.�� � �¤ç©£�«� f(4; 1); (�1; 2)g �å¤�  �¨�££ ¡á �¤�¥á¨«�«� �¤é «�n 1 00 0 ! ; 1 00 1 ! ; 0 00 1 ! ; 1 10 0 ! ; 0 11 0 !o�å¤�  �¨�££ ¡á �¥�¨«�£â¤�. �¤��®�£â¤àª ¢� §æ¤ �¬«ã ¤� �å¤�  � � «å� «�¬ § � §á¤à­� ¤�£â¤�¬.



Ǒ¨á�£�« , æ§àª �� ��å¥�  � §¨æ«�©� [?℄ §�¬ �¡�¢�¬��å ©� æ«  �­�¨á ©«� ��¤æ£�¤� ®é¨�«� �¨�££ ¡á �¤�¥á¨«�«� � �¤ç©£�«� �å¤�  æ¢� �§�¨�å«�«� �¤é �¤á£�©� ©� �¨�££ ¡á�¥�¨«�£â¤� � �¤ç©£�«� ¬§á¨®�¬¤ µ§�¨ ««á¶.9.4 Ǒ¨æ«�©�: ë©«à fv1; : : : ; vkg k £� £���¤ ¡á � �¤ç©£�«� (©«� ®�å�) � �¤¬©£�« -¡�ç ®é¨�¬ V �§å «�¬ R. �� fv1; : : : ; vkg �å¤�  �¨�££ ¡á �¥�¨«�£â¤� �¤ ¡�  £æ¤� �¤¡á§� � �§æ �¬«á �¨á­�«�  àª �¨�££ ¡æª ©¬¤�¬�©£æª «à¤ ¬§�¢�å§à¤.�§æ�� ¥�: ( ) ) �§� �ã «� fv1; : : : ; vkg �å¤�  �¨�££ ¡á �¥�¨«�£â¤� ¬§á¨®�  �j 6= 0¡�  «â«� � é©«� �1v1 + � � � + �jvj + � � �+ �kvk = 0:�¢¢á «æ«��jvj = ��1v1 � � � � � �kvk ¡�  ¡��éª �j 6= 0 vj = ��1�j v1 � � � � � �k�j vk:( ( ) �¤«å©«¨�­�, �¤ ¡á§� � vi 6= 0 �¨á­�«�  àª �¨�££ ¡æª ©¬¤�¬�©£æª «à¤ ¬§�¢�å-§à¤ «æ«� vi = �1v1 + � � �+ �lvl + � � �+ �kvk¡�  ¡��éª vi 6= 0 ¡á§� � �§æ «� �i â©«à, ®à¨åª �¢á�� «�ª ��¤ ¡æ«�«�ª, «� �l 6= 0.��¢��ã �1v1 + � � �+ �lvl + � � �+ �kvk � vi = 0®à¨åª ¤� �å¤�  ¬§�®¨�à« ¡á æ¢�  �  ©¬¤«�¢�©«âª 0, ��¢��ã, «� fv1; : : : ; vkg �å¤�  �¨�£-£ ¡á �¥�¨«�£â¤�.9.5 Ǒ�¨á�� �£�: î§àª �å��£� [?℄ «� � �¤ç©£�«� 1 00 0 ! ; 1 00 1 ! ; 0 00 1 ! ; 1 10 0 ! ; 0 11 0 !�å¤�  �¨�££ ¡á �¥�¨«�£â¤�. �ç¡�¢�, �¢â§�  ¡�¤�åª æ«  1 00 1 ! =  1 00 0 !+  0 00 1 ! :�¬£§â¨�©£�: �ª §¨�ª «�¬ª ��¤æ£�¤�¬ª �§æ � �¤ç©£�«� µ®é¨�¬ª¶µ�¨�££ ¡á �¤�¥á¨«�«� � �¤ç©£�«�¶ : �å¤�  æ¢� �§�¨�å«�«�µ�¨�££ ¡á �¥�¨«�£â¤� � �¤ç©£�«�¶ : £§�¨�ç£� ¤� ¡á¤�¬£� ¡�  £� ¢ �æ«�¨�9.6 �¨ ©£æª: ë©«à (V;+; �) � �¤¬©£�« ¡æª ®é¨�ª �§å «�¬ R ¡�  ; 6= W � V . ��W �� ¢â��«�  � �¤¬©£�« ¡æª ¬§æ®à¨�ª «�¬ V �¤ ¡�  £æ¤�¤ �¤ (W;+; �) £� §¨á¥� ªµ+¶ ¡�  µ�¶ æ§àª �¬«âª ¡¢�¨�¤�£�ç¤«�  �§æ «� £��á¢� ®é¨� V , �§�«�¢�å �¬«æ¤�£�� �¤¬©£�« ¡æ ®é¨� �§å «�¬ R.�� �¨á­�¬£� W � V .



9.7 Ǒ�¨���å�£�«�: �� ¡�«�¬��å�¤ �§�¢ã��¬©� «à¤ �¡«é  � �«ã«à¤ «�¬ �¨ ©£�ç [?℄,�¢â§�¬£� æ«  «� ¬§�©ç¤�¢� «�¬ R2, W , §�¬ ��¤¤ â«�  �§æ «� � á¤¬©£� (4; 1)W =< (4; 1) >= f�(4; 1) j� 2 Rg = f(4�; �) j� 2 Rg�­�� �©£â¤� £� « ª ©¬¤ã�� ª §¨á¥� ª §¨æ©��©�ª ¡�  ���£à«�ç §�¢¢�§¢�© �©£�ç �§�-«�¢�å � �¤¬©£�« ¡æ ¬§æ®à¨� «�¬ R2.� � «�¤ �§�­¬�ã «�ª �§å§�¤�ª � �� ¡�©å�ª «�¬ ¡�«�¬��å�¤ �¢â�®�¬ «à¤ �¡«é  � �«ã«à¤«�¬ �¨ ©£�ç [?℄ æ«�¤ �â¢�¬£� ¤� �¥�«á©�¬£� �¤ â¤� ¬§�©ç¤�¢� �¤æª � �¤¬©£�« ¡�ç®é¨�¬ �§�«�¢�å � �¤¬©£�« ¡æ ¬§æ®à¨æ «�¬ ®¨�© £�§� �ç£� «� § � ¡á«à ¡¨ «ã¨ �.9.8 Ǒ¨æ«�©� (�¨ «ã¨ �): ë©«à (V;+; �) � �¤¬©£�« ¡æª ®é¨�ª �§å «�¬ R ¡�  ; 6=W � V . �� W �� ¢â��«�  � �¤¬©£�« ¡æª ¬§æ®à¨�ª «�¬ V �¤ ¡�  £æ¤�¤ �¤ � «¬®�å�ª�¨�££ ¡æª ©¬¤�¬�©£æª �ç� ©«� ®�åà¤ «�¬ W �¤ã¡�  ©«�¤ W , ��¢��ã, �¤ ¡�  £æ¤�¤ �¤w1; w2 2 W ) �1w1 + �2w2 2 W � � æ¢� �1; �2 2 R:�§æ�� ¥�: �� �¤«å©«¨�­� �å¤�  §¨�­�¤âª. � � «� �¬�ç §�¨�«�¨�å ¡�¤�åª æ«  «� 0 «�¬� �¤¬©£�« ¡�ç ®é¨�¬ ¬§�®¨�à« ¡á �¤ã¡�  ©«� W ¡��éª «� W 6= ; §�¨ â®�  ¡á§� �©«� ®�å� w �§æ«� W 3 0 = 0 � w:� å� � ¢�� ¡ã £§�¨�å ¤� �­�¨£�©«�å � � ¤� ��å¥�  ¡�¤�åª æ«  «�W §�¨ â®�  «� �¤«å©«¨�­�«à¤ ©«� ®�åà¤ «�¬ �­�ç w 2 W ) �w = (�1) � w 2 W:�«� ©¬¤â®� �, � �§�¢ã��¬©� «à¤ �¡«é  � �«ã«à¤ «�¬ �¨ ©£�ç [?℄ �å¤�  á£�©� ¡��éª «�©«� ®�å� «�¬ W �¤ã¡�¬¤ �¥' �¨ ©£�ç ©«�¤ � �¤¬©£�« ¡æ ®é¨� V ¡�  � µ¡¢�¨�¤�£ ¡æ-«�«�¶ �¥�©­�¢å��  æ«  �  §¨á¥� ª «�ª §¨æ©��©�ª ¡�  «�¬ �¥à«�¨ ¡�ç §�¢¢�§¢�© �©£�ç�å¤�  �§å «�ª �¬©å�ª �  å� �ª.9.9 Ǒ�¨á�� �£�: ë©«à (R3;+; �) � ®é¨�ª £� « ª ©¬¤ã�� ª §¨á¥� ª §¨æ©��©�ª ¡� ���£à«�ç §�¢¢�§¢�© �©£�ç. ë©«à, �§å©�ª,W := f(x; y; z) j 2x+ 3y + 4z = 0g � R3:�å¤�  «� W � �¤¬©£�« ¡æª ¬§æ®à¨�ª «�¬ R3 (§¨�­�¤éª £� §¨á¥� ª §¨æ©��©�ª ¡� ���£à«�ç §�¢¢�§¢�© �©£�ç æ§àª �¬«�å �¨å��¤«�  ©«�¤ �¬¨ç«�¨� ®é¨� R3);Ǒ¨�¡� £â¤�¬ ¤� �§�¤«ã©à ©«� �¨é«�£� �­�¨£æ�à «� ¡¨ «ã¨ � [?℄. ���éª0 2 W �­�ç 2 � 0 + 3 � 0 + 4 � 0 = 0; W 6= ;:�¨¡�å, ¢� §æ¤, ¤� ��å¥à æ«  � «¬®�å�ª �¨�££ ¡æª ©¬¤�¬�©£æª �ç� �§� �¤�ã§�«� ©«� -®�åà¤ «�¬ W �¤ã¡�  �§å©�ª ©«�¤ W . ë©«à (x1; y1; z1) ¡�  (x2; y2; z2) �ç� � �¤ç©£�«�«�¬ W . �¥' �¨ ©£�ç �¤à¨å�à �  �¬«á æ« 2x1 + 3y1 + 4z1 = 0 ¡�  2x2 + 3y2 + 4z2 = 0:(9.9.1)



�§æ«�, �(x1; y1; z1) + �(x2; y2; z2) = (�x1 + �x2; �y1 + �y2; �z1 + �z2):�§æ « ª [?℄ §¨�¡ç§«�  æ« �(2x1 + 3y1 + 4z1) = �0 = 0 ¡�  �(2x2 + 3y2 + 4z2) = �0 = 0;��¢��ã, 2�x1 + 3�y1 + 4�z1 = 0 ¡�  2�x2 + 3�y2 + 4�z2 = 0¡�  £� ¡�«á £â¢� §¨æ©��©�,2(�x1+�x2)+3(�y1+�y2)+4(�z1+�z2) = 0 ��¢��ã, �(x1; y1; z1)+�(x2; y2; z2) 2 W:ê¨� W � R3.


