
���������� ��������� ��������8� �������8.1 Ǒ�¨á�� �£�: ��à¨�ç£� «� ¡¢�© ¡æ §�¨á�� �£� «�¬ (R2;+; �) ¡�  �ç� � �¤ç-©£�«� «�¬ �§ §â��¬ v1 = (4; 1) ¡�  v2 = (�1; 2).�¨é«�£� 1: ë©«à «¨å«� � á¤¬©£� «�¬ �§ §â��¬, (7; 2). �å¤�  �¬¤�«æ ¤� �¨���ç¤¡�«á¢¢�¢� �1; �2 é©«��1v1 + �2v2 = �1(4; 1) + �2(�1; 2) = (7; 2);�� á¢¢� ¢æ� � £§�¨�å «� «¨å«� �¬«æ � á¤¬©£� ¤� µ§�¨�®��å �¨�££ ¡á¶ �§æ «� v1 ¡� v2; �å¤�  «� (7; 2) �¨�££ ¡æª ©¬¤�¬�©£æª «à¤ (4; 1) ¡�  (�1; 2);�1(4; 1) + �2(�1; 2) = (4�1; 1�1) + (�1�2; 2�2) = (4�1 � 1�2; �1 + 2�2) = (7; 2):�§æ«� � �§á¤«�©� ©«� �¨é«�£� £�ª �¤á��«�  ©«�¤ �§å¢¬©� �¤æª �¨�££ ¡�ç ©¬©«ã-£�«�ª �¤��� ¡¤ç�¤«�ª á¢¢� £ � �¨á «�¤ ¡¬¨å�¨®� ¨æ¢� «à¤ ©¬©«�£á«à¤ ©«� £�¢â«��¨à«�£á«à¤ �¨�££ ¡ãª á¢���¨�ª.( 4�1 � �2 = 7�1 + 2�2 = 2 ) , ( �1 + 2�2 = 24�1 � �2 = 7 ) , ( �1 + 2�2 = 20� 9�2 = �1 ) , ( �1 = 169�2 = 19 )�¬£§â¨�©£�: �� (7; 2) �¨á�«�  àª �¨�££ ¡æª ©¬¤�¬�©£æª «à¤ � �¤¬©£á«à¤ (4; 1)¡�  (�1; 2).Ǒ�¨�«ã¨�©�: � �§ ¢¬© £æ«�«� «�¬ ©¬©«ã£�«�ª ��¤ �¥�¨«á«�  �§æ «� (7; 2) �¢¢á�§æ «� (4; 1) ¡�  (�1; 2) ��ç £æ¤� �¬«á ©¬££�«â®�¬¤ ©«�¤ §å¤�¡� «�¬ § � §á¤à©¬©«ã£�«�ª,  4 �11 2 !� �§�å�ª �å¤�  �¤« ©«¨â¯ £�ª �¥�©�¢å��¤«�ª ¢ç©� ©«� ©ç©«�£� ¡�  £á¢ ©«� £�¤�� ¡ã.�¨é«�£� 2: �  ©¬£��å¤�  �¤ ©«� �â©� «�¬ (7; 2) �â©à «� «¬®�å� � á¤¬©£� (a; b) 2 R2;�� �¨é«�£� â®�  ã�� �§�¤«���å £� «�¤ § � §á¤à §�¨�«ã¨�©�, à©«æ©� �ª «� �§�¢���ç-©�¬£� �¤�¥á¨«�«�.�1(4; 1) + �2(�1; 2) = (4�1; 1�1) + (�1�2; 2�2) = (4�1 � 1�2; �1 + 2�2) = (a; b);( 4�1 � �2 = a�1 + 2�2 = b ) , ( �1 + 2�2 = b4�1 � �2 = a ) , ( �1 + 2�2 = b0� 9�2 = a� 4b ) , ( �1 = 2a+b9�2 = 4b�a9 ) :�¬£§â¨�©£�: �� «¬®�å� � á¤¬©£� (a; b) 2 R2 £§�¨�å ¤� �¨��å àª �¨�££ ¡æª ©¬¤-�¬�©£æª «à¤ � �¤¬©£á«à¤ (4; 1) ¡�  (�1; 2). ��¢��ã, «� � �¤ç©£�«� (4; 1) ¡�  (�1; 2)µ§�¨á��¬¤¶ �¨�££ ¡á æ¢� «� � �¤¬©£�« ¡æ ®é¨� R2.�¨é«�£� 3: �§�¨é ¤� ®¨�© £�§� ã©à ¢ �æ«�¨� �§æ �ç� � �¤ç©£�«� � � ¤� §�¨�-�á�à æ¢� «�¤ R2; �§�¨é � � §�¨á�� �£� ¤� ®¨�© £�§� ã©à «� â¤� �§æ «� § � §á¤à� �¤ç©£�«�;�¤ � � §�¨á�� �£� §�¨ �¨ ©«é ©«� (4; 1) §�¨�«�¨é æ«  «� (�1; 2) ��¤ £§�¨�å ¤� §�¨�-®��å, ¤� �¨��å àª �¨�££ ¡æª ©¬¤�¬�©£æª, «�¬ (4; 1) £æ¤� ¡��éª(�1; 2) = �(4; 1) = (4�; �) ) � = �1=4 ¡�  � = 2; á«�§�:



�� � �¤ç©£�«� §�¬ §�¨á��¤«�  �§æ «� (4; 1) �å¤�  æ¢� � �¬��å� §�¬ â¨�  «� (4; 1),��¢��ã æ¢� «� � �¤ç©£�«� «�ª £�¨ãª f(4�; �)g ¡�  «� (�1; 2) ��¤ �å¤�  â¤� �§æ �¬«á¡��éª «� �ç� �¬«á � �¤ç©£�«� ��¤ �å¤�  ©¬��¨�££ ¡á. �ç� «â«� � � �¤ç©£�«� ¢â��-¤«�  �¨�££ ¡á �¤�¥á¨«�«�.�¬£§â¨�©£�: �� ����¤æª æ«  â¤� �§æ «� f(4; 1); (�1; 2)g ��¤ �á¤�  � � ¤� §�¨��á-��  «� ®é¨� �¢¢á «� �ç� £��å �¨¡�ç¤, �� ��ç£� æ«  ©�£�å¤�  æ«  «� f(4; 1); (�1; 2)g�§�«�¢�ç¤ �á©� «�¬ ®é¨�¬ �¤é «� §¢ã��ª «�¬ª, 2, �å¤�  � � á©«�©� «�¬ ®é¨�¬.8.2 Ǒ�¨á�� �£�: �� ©ç¤�¢� «à¤ 2 � 3 §¨��£�« ¡é¤ § ¤á¡à¤, M2�3(R), �§�«�¢�å� �¤¬©£�« ¡æ ®é¨� £� « ª ©¬¤ã�� ª §¨á¥� ª «�ª §¨æ©��©�ª ¡�  «�¬ �¥à«�¨ ¡�ç §�¢¢�-§¢�© �©£�ç § ¤á¡à¤. �§ ¢â��¬£� «¨� ª ©¬�¡�¡¨ £â¤�¬ª §å¤�¡�ª 1 0 13 0 � ! ; 2 0 �10 0 0 !¡�  0 0 00 1 0 ! :�â¢�¬£� ¤� §¨�©� �¨å©�¬£� æ¢�¬ª «�¬ª §å¤�¡�ª §�¬ �å¤�  �¬¤�«æ ¤� �¨��ç¤ àª �¨�£-£ ¡æª ©¬¤�¬�©£æª «à¤ § � §á¤à «¨ é¤ § ¤á¡à¤�1  1 0 13 0 � !+ �2  2 0 �10 0 0 !+ �3  0 0 00 1 0 ! =  �1 + 2�2 0 �1 � �23�1 �3 �1� !�å¤�  §¨��¤âª æ«  ¬§á¨®�¬¤ §å¤�¡�ª �  �§�å�  ��¤ �å¤�  «�ª § � §á¤à £�¨ãª æ§àª � �§�¨á�� �£� � §å¤�¡�ª  0 1 10 0 2 !� �§�å�ª ©«� ��ç«�¨� �â©� «�ª §¨é«�ª �¨�££ãª â®�  1 6= 0. �¥á��«�  «� ©¬£§â¨�©£�æ«  �  «¨� ª § � §á¤à §å¤�¡�ª ��¤ £§�¨�ç¤ ¤� §�¨��á��¬¤ æ¢� «� ®é¨� M2�3(R).8.3 Ǒ�¨�«ã¨�©�: ë©«à fv1; : : : ; vkg k � �¤ç©£�«� (©«� ®�å�) � �¤¬©£�« ¡�ç ®é¨�¬V �§å «�¬ R. �å¤�  �¤�¨æ æ«  «� 0 �¨á�«�  àª �¨�££ ¡æª ©¬¤�¬�©£æª «à¤ § � §á¤à«¬®�å� �§ ¢��£â¤à¤ � �¤¬©£á«à¤ ¡��éª0v1 + 0v2 + � � �+ 0vk = 0:8.4 Ǒ�¨á�� �£�: �� ©ç¤�¢� «à¤ 2 � 2 §¨��£�« ¡é¤ § ¤á¡à¤ ��� �©£â¤� £� «�©¬¤ã�� §¨æ©��©� ¡�  �¥à«�¨ ¡æ §�¢¢�§¢�© �©£æ �§�«�¢�å � �¤¬©£�« ¡æ ®é¨� �§å «�¬R. ë©«à «� § � ¡á«à ©«� ®�å� «�¬ ©¬¤æ¢�¬ �¬«�ç, 1 00 0 ! ; 1 00 1 ! ; 0 00 1 ! ; 1 10 0 ! ; 0 11 0 ! :�§æ «�¤ §�¨�«ã¨�©� [?℄ §¨�¡ç§«�  æ«  «� 0 =  0 00 0 ! �¨á�«�  àª �¨�££ ¡æª©¬¤�¬�©£æª «à¤ § � §á¤à � �¤¬©£á«à¤ (£� ®¨ã©� £���¤ ¡é¤ ©¬¤«�¢�©«é¤). �å¤� à©«æ©� �¬«æª � «¨æ§�ª £�¤�� ¡æª;� �§á¤«�©� �¤á��«�  §á¢  ©«�¤ �§å¢¬©� «�¬ �¨�££ ¡�ç ©¬©«ã£�«�ª §�¬ §¨�¡ç§«� �1  1 00 0 !+ �2  1 00 1 !+ �3  0 00 1 !+ �4  1 10 0 !+ �5  0 11 0 ! = 0;



 �1 + �2 + �4 �4 + �5�5 �2 + �3 ! =  0 00 0 ! ;8>>><>>>: �1 + �2 + �4 = 0�4 + �5 = 0�5 = 0�2 + �3 = 0 9>>>=>>>; ;8>>><>>>: �1 + �2 = 0�2 + �3 = 0�4 = 0�5 = 0 9>>>=>>>; :ê¨� ��¤ â®à £�¤�� ¡ã ¢ç©� �¢¢á á§� ¨�ª ��ç £§�¨é ¤� �§ ¢â¥à �¬��å¨�«� �§� �¤-�ã§�«� �§æ «�¬ª �1; �2; �3 ¡�  ¤� ¢ç©à àª §¨�ª «�¬ª á¢¢�¬ª �ç�. �â«� � � �¤ç©£�«�æ§àª «�  1 00 0 ! ; 1 00 1 ! ; 0 00 1 ! ; 1 10 0 ! ; 0 11 0 !�� ¢â��¤«�  �¨�££ ¡á �¥�¨«�£â¤�.8.5 �¨ ©£æª: ë©«à fv1; : : : ; vkg k � �¤ç©£�«� (©«� ®�å�) � �¤¬©£�« ¡�ç ®é¨�¬ V�§å «�¬ R. �¬«á �� ¢â��¤«�  �¨�££ ¡á �¤�¥á¨«�«� �¤ «� 0 �¨á�«�  ¡�«á £�¤�� ¡æ«¨æ§� àª �¨�££ ¡æª ©¬¤�¬�©£æª «�¬ª, ��¢��ã �¤�1v1 + �2v2 + � � �+ �kvk = 0 ) �1 = � � � = �k = 0:�� ¡á�� á¢¢� §�¨å§«à©� «� fv1; : : : ; vkg �� ¢â��¤«�  �¨�££ ¡á �¥�¨«�£â¤�.8.6 Ǒ�¨�«ã¨�©�: î§àª �å��£� �§æ «�¤ §�¨�«ã¨�©� [?℄ «� 0 �¨á�«�  §á¤«� àª�¨�££ ¡æª ©¬¤�¬�©£æª �§� �¬�ã§�«� §�§�¨�©£â¤�¬ §¢ã��¬ª � �¤¬©£á«à¤. �¬«æ �å¤�-«�  £� £� £�¤�� ¡æ «¨æ§� , �¨�££ ¡á �¤�¥á¨«�«� � �¤ç©£�«�£� §�¨ ©©æ«�¨�¬ª «�¬ �¤æª «¨æ§�¬ª , �¨�££ ¡á �¥�¨«�£â¤� � �¤ç©£�«�8.7 Ǒ�¨á�� �£�: �¤«å��«� £� «� §�¨á�� �£� [?℄ æ§�¬ â®�¬£� �¨�££ ¡ã �¥á¨«�©�, «�� �¤ç©£�«� (4; 1); (�1; 2) 2 R2 �å¤�  æ§àª §¨�¡ç§«�  �§æ «�¤ §�¨�«ã¨�©� [?℄ �¨�££ ¡á�¤�¥á¨«�«�. �§æ «�¤ å� � §�¨�«ã¨�©� �§å©�ª �å¤�«�  ¤� ¬§á¨®�  ©®â©� �¤á£�©� ©«�¤�¤« ©«¨�¯ £æ«�«� «�¬ §å¤�¡� £� ©«� ®�å� « ª ©¬¤«�«��£â¤�ª «à¤ � �¤¬©£á«à¤ ¡�  «�¤�¨�££ ¡ã �¤�¥�¨«�©å� «�¬ª.


